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प्राककथन 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ विगत चार दशकों से पाठ्चर्या के नवीनीकरण 
तथा विकास के क्षेत्र में कार्यरत रही है | इसी दिशा में किये जा रहे प्रयासों की श्रृंखला में परिषद्‌ 
ने हाल ही में विद्यालयी शिक्षा के लिए राष्ट्रीय पाठयचर्या की रूपरेखा (2000) का प्रकाशन 
किया जिसके अन्तर्गत पाठ्यक्रम सम्बन्धी विभिन्‍न संदर्भों तथा महत्वपूर्ण पक्षों पर ध्यान दिया 
गया है। इस नीतिगत दस्तावेज में विज्ञान तथा गणित की शिक्षा-पद्धति में गुणात्मक सुधार की 
आवश्यकता पर बल दिया गया है। इसी संदर्भ में परिषद्‌ ने उच्चतर माध्यमिक स्तर पर गणित 
विषय की शिक्षा-पद्धति में सुधार हेतु नया पाठ्यक्रम तथा मार्गदर्शक सिद्धान्त तैयार किये जो 
छात्रों के विभिन्‍न वर्गों की अपेक्षाओं तथा आवश्यकताओं को ध्यान में रखकर बनाये गये हैं। 
राष्ट्रीय पादयचर्या की रूपरेखा के अनुसार पाठयक्रम को चार सत्रों में पढ़ाया जाना है। प्रथम 
सत्र में अध्याय हैं जो कि अनिवार्य हैं। शेष तीन सत्रों को ७, 8, तथा (० भागों में विभक्त 
किया गया है| भाग & सभी विद्यार्थियों के लिए अनिवार्य है तथा भाग 8 एवं भाग (? ऐच्छिक हैं 
जिनमें से किसी एक का चुनाव विद्यार्थी विज्ञान तथा गैर विज्ञान की पृष्ठभूमि को आधार बनाकर 
अपने भविष्य की आवश्यकताओं को ध्यान में रखकर कर सकते हैं। इस प्रकार कोई भी छात्र 
इस पद्धति में अपनी रूचि के अनुसार भाग & और 8 अथवा भाग # और ९ में से किसी एक 
विकल्प का चयन कर सकता है। सत्र ] और ॥ के पाठयक्रम कक्षा >[ के छात्रों को तथा सत्र 
गा और [५ के पाठयक्रम कक्षा ड्रा के छात्रों को पढ़ाये जायेंगे। 


इस पाठयक्रम का प्रथम प्रारूप एक लेखक मंडल द्वारा तैयार किया गया जिसके कुछ 
सदस्य परिषद्‌ में कार्यरत हैं तथा अन्य बाह्य संस्थाओं से संबंधित हैं| इसके पश्चात्‌ इस प्रारूप * 
को मूल्यांकन और समीक्षा हेतु एक कार्यशाला में अनेक विशेषज्ञों तथा अध्यापकों के समक्ष 
प्रस्तुत किया गया जिनके द्वारा दिये गये महत्वपूर्ण सुझावों को इस प्रारूप में समायोजित किया 
गया। अन्ततः प्रकाशन से पूर्व पुस्तक की पांडुलिपि को विशेषज्ञों के एक समूह द्वारा संपादित 
किया गया | 


लेखक मंडल ने उच्चतर माध्यमिक स्तर पर परिषद्‌ द्वारा प्रकाशित पिछली गणित की 
पुस्तकों को संदर्भ में लिया है तथा इन पुस्तकों का उपयोग करने वालों से प्राप्त सुझावों का 
समुचित उपयोग करने का भी प्रयास किया है। मैं लेखक मंडल के सभी सदस्यों, मूल्यांकन हेतु 
आयोजित कार्यशाला में सम्मिलित सभी अध्यापकों एवं विशेषज्ञों द्वारा महत्वपूर्ण योगदान तथा 


प्र 


सुझावों के लिए धन्यवाद व्यक्त करता हूँ। विशेष रूप से मैं लेखक मंडल के अध्यक्ष, दिल्‍ली 
विश्वविद्यालय के प्रो. पवन कुमार जैन के प्रति कृतज्ञ हूँ जिनके कुशल शैक्षिक मार्ग-दर्शन में 
यह कार्य सम्पन्न हुआ | 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ इस पुस्तक में भावी संशोधन तथा परिष्कार 
हेतु पाठकों के महत्वपूर्ण सुझावों तथा परामर्शों का स्वागत करती है। 


जे.एस. राजपूत्त 
नई विल्‍ली निदेशक 
जुलाई 2002 राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ 


प्रस्तावना 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ द्वारा उच्चतर माध्यमिक स्तर पर गणित विषय 
से सम्बन्धित नये दिशानिर्देश तथा पाठ्यक्रम 200 के अनुरूप पाठयपुस्तक तैयार करने के 
उद्देश्य से एक लेखक मंडल का गठन किया गया। इस मंडल के सदस्यों द्वारा गहन चिंतन 
तथा व्यापक योजना के आधार पर एक विस्तृत रूपरेखा तैयार की गई । 


गहन अध्ययन-विश्लेषण के उपरांत इस लेखक मंडल के विशेषज्ञों द्वारा इस परियोजना का 
प्रथम प्रारूप तैयार किया गया जिसमें परिषद्‌ की ओर से प्रो. हुकुम सिंह, प्रो. सुरजा कुमारी, 
डा. राम अवतार, डा, वी.पी. सिंह, डा. एस.के.एस. गौतम, डा. अनूप राजपूत तथा डा. एमए. 
पठान, श्री मोहन लाल, श्री जी.डी. ढल, डा. एस.के. कौशिक, डा. एस.के. भाम्बरी बाहय विशेषज्ञ 
के रूप में मेरे सहयोगी थे। इसके उपरान्त अनेक बैठकों में इस प्रारूप पर विभिन्‍न बिन्दुओं 
पर गहन विचार विमर्श किया गया | इसके पश्चात्‌ एक राष्ट्रीय कार्यशाला में गठित विषय के 
अनुभवी अध्यापकों तथा विशेषज्ञों के समक्ष इस प्रारूप को समीक्षा एवं मूल्यांकन के लिए प्रस्तुत 
किया गया। इस कार्यशाला में सामने उभर कर आये महत्वपूर्ण सुझावों एवं परामर्शों को इस 
परियोजना के द्वितीय प्रारूप में समायोजित किया गया, जिसका परिष्कृत रूप आपके समक्ष 
पुस्तक के रूप में प्रस्तुत किया जा रहा है। 


इस पुस्तक की सर्वाधिक महत्वपूर्ण विशेषता जो विशेषरूप से उल्लेखनीय है - वह यह है 
कि इस पुस्तक की सामग्री को हमने अनेक सरल उदाहरणों तथा अभ्यास प्रश्नों के माध्यम से 
सरल-सुबोध बनाने का प्रयास किया है। गणित की अनेक संकल्पनाओं तथा अवधारणाओं को 
छात्रोपयोगी बनाने की दिशा में हमने इन संकल्पनाओं तथा अवधारणाओं के व्यवहारिक प्रयोग 
भी प्रस्तुत किये हैं। यह प्रयास गणित की उपयोगिता को छात्रों के समक्ष प्रस्तुत करेगा और 
उनमें गणित के प्रति रुचि उत्पन्न करने में प्रेरणादायक होगा। इस पुस्तक में चयनित पाठ्य 
सामग्री छात्रों की विभिन्‍न क्षमताओं तथा अपेक्षाओं के अनुरूप सिद्ध होगी। 


इस पुस्तक की कुछ महत्वपूर्ण उपलब्धियों तथा विशेषताएँ निम्न हैं - 


]. प्रत्येक अध्याय का आरम्भ विषय के संक्षिप्त परिचय से किया गया है जो छात्रों में विषय के 
प्रति रुचि जाग्रत करने तथा उसका संवर्धन करने में सहायक है। 


शं 


(- 


, इस पुस्तक में 600 से भी अधिक उदाहरण तथा 250 के लगभग आकृतियाँ दी गई हैं जो 
सामान्यतः अन्य पुस्तक में दृष्टिगोचर नहीं होती। 


3, इस पुस्तक में 700 अभ्यास प्रश्न दिये गये हैं जो सिद्धांत तथा व्यवहार दोनों पक्षों पर 
समान रूप से बल देते हैं इसके साथ ही प्रत्येक अध्याय के अंत में विविध प्रश्नावली शीर्षक 
के अन्तर्गत मिश्रित प्रश्न दिये गये हैं। 


4. इस पुस्तक में अनुप्रयोगों से संबंधित अनेक प्रश्न भी प्रस्तुत किये गये हैं। 


5. अधिकांशतः सभी अध्याय ऐतिहासिक टिप्पणियों के साथ समाप्त होते हैं। ये टिप्पणियाँ 
पुस्तक को रूचिकर बनाने में तो सहायक है ही, प्रस्तुत विषय-सामग्री की ऐतिहासिक 
पृष्ठभूमि तथा महत्व को भी रेखांकित करती है। 


मैं विशेष रूप से राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ के निदेशक प्रो, जे.एस. राजपूत 
का आभारी हूँ जिन्होंने इस पुस्तक के निर्माण हेतु इस लेखक मंडल का गठन किया तथा मुझे 
इस कार्य में सहभागिता का निमंत्रण देकर गणित की शिक्षा पद्धति में संशोधन करने का अवसर 
प्रदान किया। इस चुनौतीपूर्ण कार्य को संपन्‍न करने में उनके द्वारा प्रदत्त स्वस्थ वातावरण तथा 
अनुकूल परिस्थितियों ने आनंददायक बनाया। 


इसके साथ ही मैं इस पुस्तक के लेखक मंडल के समस्त सदस्यों के प्रति आभार व्यक्त 
करता हूँ, जिन्होंने अपना मूल्यवान समय देकर पुस्तक को तैयार किया। उन शिक्षकों तथा 
विशेषज्ञों का भी मैं हृदय से आभारी हूँ जिनके सुझाव हमें समय-समय पर प्राप्त होते रहे। 
परिषद्‌ के संयुक्त निदेशक प्रो. एम.एस. खापर्ड, विज्ञान एवं गणित शिक्षा विभाग के अध्यक्ष 
प्रो. आर,डी. शुक्ल का भी मैं हृदय से आभारी हूँ जिनका बहुमूल्य सहयोग मुझे तथा लेखक 
मंडल को सदैव प्राप्त होता रहा। 


मैं विशेष रूप से आभारी तथा ऋणी हूँ लेखक मंडल के संयोजक प्रो. हुकुम सिंह का 
जिनके सहयोग तथा समन्वय के बिना इस परियोजना का पूर्ण होना संभव नहीं था। उन्होंने एक 
कुशल संयोजक के रूप में इस कार्य के निर्वाह में सक्रिय तथा सृजनात्मक भूमिका का निर्वाह 
किया | मैं प्रो. सुरजा कुमारी, डा. राम अवतार, डा. वी.पी. सिंह, डा. एस.के.एस. गौतम तथा डा. 
अनूप राजपूत के प्रति आभार व्यक्त करता हूँ जिन्होंने इस ग्रंथ की प्रकाशन योग्य पांडुलिपि 
तैयार करने में अथक परिश्रम किया 


इस पाठ्यपुस्तक का हिन्दी रूपान्तरण प्रो. आर.एस. लाल, प्रो. प्रभाकर मिश्र और श्री सुमत 
कुमार जैन ने किया है। हिन्दी पांडुलिपि का विषय संपादन प्रो. हुकुम सिंह, डा. राम अवतार 
और डा. वी.पी. सिंह हर! किया। मैं इन सभी का आभरी हूँ। 


जा 


इसके अतिरिक्त मैं कंप्यूटर सहायक श्री नरेन्द्र कुमार के प्रति भी धन्यवाद व्यक्त करता हूँ 
जिन्होंने हस्तलिखित सामग्री को टंकित किया | 


इस पुस्तक में हम संशोधन-सुधार के लिए पाठकों के अमूल्य सुझावों का स्वागत करेंगे। 
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(श") है 


.। भूमिका 


समुच्चय की संकल्पना गणित की सभी शाखाओं की आधारभूत है। संबंधों एवं फलनों, अनुक्रमों, 
ज्यामिति, प्रायिकता सिद्धांत इत्यादि की आधारशिला में इसका विशेष महत्व प्रमाणित हो चुका 
है। समुच्चयों के अध्ययन के अनेक अनुप्रयोग तककशास्त्र, दर्शनशास्त्र इत्यादि में हैं। 


जर्मनी के गणितज्ञ जार्ज केन्टर (060९ (८शा०) (845-98 &.0.) ने समुच्चय 
सिद्धान्त को विकसित किया था। सर्वप्रथम त्रिकोणमितीय श्रेणी की समस्याओं पर कार्य करते 
समय उनका समुच्चय से परिचय हुआ। इस अध्याय में हम समुच्चय से संबंधित कुछ मूलभूत 
परिभाषाओं और संक्रियाओं की चर्चा करेंगे। 


.2 समुच्चय और उनका निरूपण (५७४ भाव पिला" सक्का९शा(॥05) 


जीवन में प्रतिदिन हम विशेष प्रकार की वस्तुओं के समूह यथा ताश की गड्डी, जानवरों का 
झुण्ड, व्यक्तियों की भीड़, क्रिकेट-टीम इत्यादि के बारे में प्रायः चर्चा करते हैं। गणित में भी हम 
विभिन्‍न समूहों, उदाहरणतः प्राकृत संख्याओं के समूह, समतल के बिन्दुओं का समूह, अभाज्य 
संख्याओं के समूह, पर विचार करते हैं। विशेष रूप से हम निम्न समूहों का परीक्षण करते हैं: 

(0) ॥0 से कम विषम प्राकृत संख्याएँ अर्थात्‌ ,3,5,7,9, 

() भारत की नवियाँ, 

(7) अंग्रेजी वर्णमाला के स्वर अर्थात्‌ 6,०॥,०,॥, 

(५) 20 के अभाज्य गुणनखंड, अर्थात्‌ 2,3,5 तथा १, 

(५) समीकरण ॥/ - 5% + 6 5 0 के हल अर्थात्‌ 2 तथा 3, 

हम ध्यान देते हैं कि उपर्युक्त संग्रहों में से प्रत्येक में वस्तुओं का सुपरिभाषित (#शा 
4९॥॥८4) संग्रह है जिसका अर्थ है कि हम निश्चयपूर्वक यह निर्णय कर सकते हैं कि दी हुई 
वस्तु समुच्चय का सदस्य है या नहीं है| उदाहरणत: “नील नदी' भारत की नदियों के समूह का 
सदस्य नहीं है जब कि दूसरी ओर गंगा नवी इस समूह का सदस्य है। 


क्ज 


गणित 


तथापि निम्नलिखित समूह सुपरिभाषित नहीं है। 


0) एक विद्यालय की ग्यारहवीं कक्षा के प्रतिभाशाली छात्रों का समूह | 
() विश्व के प्रसिद्ध गणितज्ञों का समूह। 

(7) विश्व की सुन्दर लड़कियों का समूह। 

(४) मोटे व्यक्तियों का समूह। " 


उदाहरण के लिए 0) में प्रसिद्ध गणितज्ञों के निर्णय करने की कसौटी एक व्यक्ति से दूसरे 
व्यक्ति के लिए भिन्‍न-भिन्‍न हो सकती है। अतः यह एक सुपरिभाषित संग्रह नहीं है। 


इस प्रकार समुच्चय वस्तुओं का सुपरिमाषित संग्रह है। निम्नलिखित बिन्दुओं पर ध्यान दें: 


() समुच्चय की वस्तुएँ, अवयव तथा सदस्य पर्यायवाची शब्द हैं। ये अपरिभाषित हैं। 

(7) प्रायः समुच्चय को अंग्रेजी वर्णमाला के बड़े अक्षरों यथा ७, 8, 0, 5, ५, 2 इत्यादि 
से निरूपित किया जाता है। 

(॥) समुच्चय के अवयवों को अंग्रेजी वर्णमाला के छोटे अक्षरों यथा ०, 9, ०, », », 2 
इत्यादि से प्रदर्शित किया जाता है| 


यदि 6, समुच्चय & का अवयव है, हम कहते हैं कि “6 समुच्चय & में हैं? (6 ७००१६5 


(० /) वाक्यांश 'सदस्य है' या' “में है' को यूनानी प्रतीक “८” से निरूपित करते हैं | इस प्रकार 
हम 4 € # लिखते हैं। यदि 9, समुच्चय & का अवयव नहीं है, हम ७ & # लिखते हैं, तथा 
इसे “+ समुच्च्य 8 में नहीं है” (9 006४ 7० ७००४४ ॥0० ४) पढ़ते हैं। इस प्रकार अंग्रेजी 
वर्णमाला के र्वरों के समुच्चय ७ में, ८ € ५ परन्तु / € ७. 30 के अभाज्य गुणनखण्डों के 
समुच्चय 7 में, ३ & ? परन्तु 5 & 7. 


समुच्चय को निरूपित करने की दो विधियाँ हैं : 


(0) रोस्टर (२०४०) या सारणीबद्ध रूप (प्नत्पाता छठ579) 
(0) समुच्चय निर्माण रूप (56 ७जीतक्क जा) 


रोस्टर रूप में, समुच्चय के सभी अवयवों को सूचीबद्ध किया जाता है, अवयवों को अर्द्ध विराम 
(००णणा॥) से पृथक किया जाता है तथा सभी को मझलें कोष्ठक () में रखते हैं। 
उदाहरणत:, 7 से छोटे सभी सम पूर्णाकों के समुच्चय को रोस्टर रूप में (2, 4, 6 ) द्वारा व्यक्त 
करते हैं। समुच्चय को रोस्टर रूप में प्रदर्शित करने के कुछ उदाहरण निम्नलिखित हैं : 


(3) (4, 2, 3, 6, 7, 4, 2, 42) उन सभी प्राकृत संख्याओं का समुच्चय है, जो 42 के 
भाजक हैं| ध्यान दीजिए कि रोस्टर रूप में अवयवों को सूचीबद्ध करने में क्रम का 
महत्व नही है। इस प्रकार, उपर्युक्त समुच्चय को (], 3, 7, 2।, 2, 6, 4, 42) द्वारा 
भी प्रदर्शित कर सकते हैं। 


समुच्चचय 3 


(0) (०,०,४०,५) अंग्रेजी वर्णणाला के सभी स्वरों का समुच्चय है। 
(०) विषम प्राकृत संख्याओं का समुच्चय (,3,5,...) द्वारा प्रदर्शित है। अन्त के तीन 
बिन्दु बताते हैं कि यह सूची अन्तहीन है। 


यह ध्यान रखना होगा कि समुच्चय को रोस्टर रूप में लिखते समय एक अवयव की प्रायः 
पुनरावृत्ति नहीं की जाती है अर्थात सभी अवयव भिन्‍न भिन्‍न लिए जाते हैं। उदाहरणतः 
($,0,स,0,.,)उन सभी अक्षरों का समुच्चय है, जिनसे “50900” बनता है। 


(#) समुच्चय निर्माण रूप में, समुच्चय के सभी अवयवों में एक सर्वनिष्ठ गुणधर्म होता है जो 
समुच्चय के बाहर के किसी अवयव में नहीं होता है। उदाहरणतः समुच्चय “(०,०,४,०,४) ” 
के सभी अवयवों में एक सर्वनिष्ठ गुणधर्म है, कि उनमें से प्रत्येक अवयव अंग्रेजी वर्णमाला 
का एक स्वर है और इस गुणधर्म वाला अन्य कोई अक्षर नहीं है। इस समुच्चय को ५ से 
निरूपित करते हुए, हम ५ < (४: » अंग्रेजी वर्णनाला का एक स्वर है ) लिखते हैं। 
यह ध्यान रखना होगा कि हम समुच्चय के अवयवों के लिए चर » का प्रयोग करके 

समुच्चय का वर्णन करते हैं (£ के स्थान पर किसी अन्य चर जैसे », £ इत्यादि का भी प्रयोग 

किया जा सकता है।) कोलन ()) चिह्न के बाद समुच्चय के अवयवों के विशिष्ट गुणधर्म को 
लिखते हैं और तब सम्पूर्ण वर्णन को कोष्ठक ;( ॥ में कोष्ठबद्ध करते हैं। समुच्चय ५ के 
उपर्युक्त वर्णन को पढ़ेंगे “सभी & का समुच्चय जहाँ # अंग्रेजी वर्णणाला का एक स्वर है” | इस 
वर्णन में कोष्ठक सभी & का समुच्चय, कोलन (: ) “जहाँ” (5ए८॥ ४90) के लिए प्रयुक्त है। 

उदाहरणतः, समुच्चय & 5 (४ : » एक प्राकृत संख्या है और 3 < & < 0) के वर्णन को 

निम्न प्रकार पढ़ा जाता है। “सभी « का समुच्चय जहाँ » एक प्राकृत संख्या है और 3 < & < 0". 

अतः संख्याएँ 4,5,6,7,8 और 9 समुच्चय & के सदस्य हैं। 
यदि हम रोस्टर रूप में उपर्युक्त (४), (9) और (०) में वर्णित समुच्चयों को क्रमशः &, 

8, ९ से निरूपित करें, तो &, 8, (: को समुच्चय निर्माण रूप में निम्नलिखित ढ़ंग से निरूपित 

किया जा सकता है। 

/&  (» : » एक प्राकृत संख्या है जो 42 की भाजक है) 
8 5 (५: » अंग्रेजी वर्णाला का एक स्वर है १ 
८ > (£ : £ एक विषम प्राकृत संख्या है ॥ 

उदाहरण | अंग्रेजी वर्णणाला के उन सभी स्वरों का समुच्चय लिखिए जो ४ के पूर्ववर्ती हैं। 

हल ६ के पूर्ववर्ती स्वर ८,०,४,० हैं। इस प्रकार & - (०,०,४,०) अंग्रेजी वर्णगाला के उन सभी 

स्व॒रों का समुच्चय है जो 0 के पूर्ववर्ती हैं। 


4. गणित 

उदाहरण 2 सभी धन पूर्णाकों का समुच्चय लिखिए जिनके घन विषम हैं । 

हल एक सम पूर्णाक का घन भी सम पूर्णाक होता है| इसलिए, अभीष्ट समुच्चय के सदस्य सम 
नहीं हो सकते तथा एक विषम संख्या का घन विषम होता है। इसलिए, अभीष्ट समुच्चय के 
सदस्य सभी धन विषम पूर्णाक हैं। अतः समुच्चय निर्माण रूप में इसे (४ : » एक धन विषम 
पूर्णाक है) या समानरूप से (2£+ : #> 0, & एक धन पूर्णाक है) लिखते हैं। 

उदाहरण 3 समुच्चय निर्माण रूप में ऐसी वास्तविक संख्याओं को लिखिए जिन्हें दो पूर्णांको 
के भागफल के रूप में नहीं लिखा जा सकता है। 

हल हम देखते हैं कि अभीष्ट संख्याएँ परिमेय संख्याएँ नहीं हो सकतीं क्योंकि एक परिमेय हर 
रूप की संख्या है जहाँ #».4 पूर्णाक हैं और 4 # 0। इस प्रकार, ये सभी संख्याएँ वास्तविक 
तथा अपरिमेय होनी चाहिए। अतः समुच्चय निर्माण रूप में इस समुच्चय को (५ : » वास्तविक 
तथा अपरिमेय संख्या है) लिखा जाता है। 


2 में 
उदाहरण 4 समुच्चय प्ि वय्दाद् | को समुच्चय निर्माण रूप में लिखिए। 


हल दिये समुच्चय के प्रत्येक सदस्य में हर अंश से एक अधिक है तथा अंश | से प्रारम्भ होता 
है और 6 से अधिक नहीं है। अतः दिये हुए समुच्चय का समुच्चय निर्माण रूप निम्नांकित है : 


| कल्प प्रया , ॥ एक प्राकृत संख्या है और ] < # < 6| 


उदाहरण 5 बॉँयी ओर रोस्टर रूप में निरूपित प्रत्येक समुच्चय का दाँयी ओर समुच्चय निर्माण 
रूप में निरूपित समुच्चय से जोड़ा बनाइए : 


(0) (., ॥, 7, 8) (७) (४ : > एक धन पूर्णांक है तथा 8 का भाजक है) 
(0) (0) (9) (४ : » एक पूर्णाक है और £2- 9 - 0] 

(॥) ([,2,3,6,9,8) (०) (४ : + एक पूर्णाक है और ४+] + ) 

(५) (3, -3) (0) (४ : » शब्द [एप छ का एक अक्षर है] 


हल चूँकि (0) में, शब्द [पा ए में छः अक्षर हैं और दो अक्षर ग' और ।, की पुनरावृत्ति हुई है, 
इसलिए () तथा (6) का जोड़ा बना। उसी प्रकार, (॥) का (०) से जोड़ा बनता है क्योंकि 
5+5] का अर्थ है ४-0 तथा , 2, 3, 6, 9, 8 सभी 8 के भाजक हैं, इसलिए, () का (8) 
ह से जोड़ा बना। अन्त में, ४-9 - 0 का अर्थ है ५ - 3,-3 , इसलिए (५) का (9) से जोड़ा बना |. 


उदारहण 6 समुच्चय [४ : « एक धन पूर्णाक है और 2 < 40) को रोस्टर रूप में लिखिए। 


हल अभीष्ट संख्याएँ ।, 2, 3, 4, 5, 6 हैं। इसलिए, रोस्टर रूप में दिया समुच्चय (, 2, 3, 4, 
5, 6) है। 


समुच्चय 
प्रश्नावली 4.॥ 


, निम्नलिखित में कौन से समुच्चय हैं? अपने उत्तर का औचित्य बताइए । 
0) 7 अक्षर से प्रारम्भ होने वाले वर्ष के सभी महीनों का समूह । 

(४) भारत के अत्यधिक प्रतिभाशाली लेखकों का समूह | 

(४) विश्व के सर्वश्रेष्ठ ग्यारह क्रिकेट बल्लेबाजों का समूह। 

6०) आपकी कक्षा के सभी लड़कों का समूह | 

(९) 00 से कम सभी प्राकृत संख्याओं का समूह। 

(भं) लेखक प्रेमचन्द द्वारा लिखित उपन्यासों का समूह | 

(५४) सभी सम पूर्णाकों का समूह। 

(श!) इस अध्याय के विभिन्‍न प्रश्नों का समूह | 

(50 विश्व के सबसे अधिक खतरनाक जानवरों का समूह। 


. मान लीजिए & 5 (,2,3,4,5,6) | रिक्त स्थानों में उपयुक्त प्रतीक € या & को रखिए ; 


(0) $+-४& ()) 8--८& (0) 0--&४ 
(9) 4-४ (५०) 2-+-४ (७) 0-- &$ 


. निम्नलिखित समुच्चयों को रोस्टर रूप में लिखिए : 

60) & 5 (» : » एक पूर्णाक है, और-3 < £ < 7) 

(४) 8 5 (५४: », 6 से छोटी एक प्राकृत संख्या है) 

(॥) 0. < (+ : » दो अंकों की ऐसी प्राकृत संख्या है जिसके अंकों का योग 8 है] 
(6५) 7) 5 (< : » एक अभाज्य संख्या है जो 60 की भाजक है) 
( 8 5 गरा0070५ष्राएएशए शब्द के सभी अक्षरों का समुच्चय | 
(शं) # 5 58४7७ शब्द के सभी अक्षरों का समुच्चय | 

. समुच्चय निर्माण रूप में निम्नलिखित समुच्चयों को व्यक्त कीजिए ; 
0) & 5 [,3,.5,7,9) 

9) 98 - (2,4,6,8) 

(0) ०८ < (-, !) 

6५) 79 «5 ([।, 5, 0, 85, ...) 

(७) 8&# [स्‍4, 2, 28, 35, 42, ..., 98) 

- निम्नलिखित समुच्चयों के सभी सदस्यों को सूचीबद्ध कीजिए : 

0) ४ 5 (» : » एके विषम प्राकृत संख्या है) 

(४) 8 5 (» : » एक पूर्णाक है, - तर << न ) 

00) ०८ < (& : 5 एक पूर्णाक है, 2 < 4) 

6५) 705 (5: » 0५» /” शब्द का एक अक्षर है) 


5 


6. गणित 
(७) 8 <« (» : «४ वर्ष का एक माह है जिसमें 3। दिन नहीं होते हैं) 
, (शं) 7 > (६: » अंग्रेजी वर्णणाला का एक व्यंजन है जो & का पूर्ववर्ती है) 


6. बाँयी ओर रोस्टर रूप के प्रत्येक समुच्चय के संगत दाँयी ओर समुच्चय निर्माण रूप में वर्णित 
समुच्चय से जोड़ा बनाइए : 


() (.2,3,6) (७) [+ : » एक अभाज्य संख्या है और 6 की भाजक है) 
(0) (2.3) (0) (४ : <, ॥0 से छोटी एक विषम प्राकृत संख्या है) 
(॥) [8,»,९,१,प) (०) (४ : », एक प्राकृत संख्या है, और 6 की भाजक है) 
(9५) (,3,5,7.9] (4) (४ : », प6२५०५५५७ शब्द का एक अक्षर है) 

.3 रिक्त समुच्चय (76 न्‍राए(७ $2/) 

विचार कीजिए कि 


समुच्चय & - [५ : » स्कूल की वर्तमान कक्षा >त में अध्ययनरत एक विद्यार्थी है]). 

हम विद्यालय जा सकते हैं, तथा विद्यालय की वर्तमान कक्षा जा में अध्ययनरत विद्यार्थियों 
को गिन सकते हैं। इस प्रकार समुच्चय & के अवयवों की संख्या परिमित है। 

विचार कीजिए कि समुच्चय (५: » एक पूर्णाक है, ५? + ] -0) पर विचार कीजिए | हम 
जानते हैं कि ऐसा कोई पूर्णाक नहीं है जिसका वर्ग -। हो। इसलिए, उपर्युक्त समुच्चय में कोई 
अवयव नहीं है। 

अब हम समुच्चय 8 को निम्न प्रकार परिभाषित करते हैं : 

8 < (५ : » वर्तमान में कक्षा # तथा जा दोनों में अध्ययनरत विद्यार्थी है 


हम ध्यान देते हैं कि एक विद्यार्थी कक्षा £ तथा जय में साथ-साथ अध्ययन नहीं कर 
सकता है। अतः समुच्चय 8 में कोई भी अवयव नहीं है। 


परिभाषा । जिस समुच्चय में एक भी अवयव नहीं होता है, उसे रिक्त समुच्चय या शून्य समुच्चय 
कहते हैं । ह 


इस परिभाषा के अनुसार 8 रिक्त समुच्चय है जबकि /& रिक्त समुच्चय नहीं है। रिक्त 
समुच्चय को प्रतीक '0'* (फाई) से प्रदर्शित करते हैं | हम रिक्त समुच्चयों के कुछ और उदाहरण 
देते हैं। 
0) मान लीजिए 7 - (५: ] < » < 2, » एक प्राकृत संख्या है |), तो ? रिक्त समुच्चय 
है क्योंकि | और 2 के मध्य कोई भी प्राकृत संख्या नहीं होती है। 
0) मान लीजिए 0 - (५: ४2 - 2 50 और ४ परिमेय संख्या है), तो 0 रिक्त समुच्चय 


रे क्योंकि समीकरण ५? - 2 < 0 किसी भी परिमेय संख्या » से संतुष्ट नहीं होता 
| 


समुच्चचय 7 


(0) मान लीजिए २ - ( »: », 2 से बड़ी एक अभाज्य सम संख्या है ), तो ॥२ रिक्त 
समुच्चय है, क्योंकि केवल 2 ही अभाज्य सम संख्या है। 

(९) मान लीजिए $ 5 (४ : * 5 4, और » एक विषम पूर्णाक है), तो $ रिक्त समुच्चय 
है, क्योंकि समीकरण «४? > 4, » के किसी भी विषम मान से संतुष्ट नहीं होती है । 


.4 परिमित (परध०/ और अपरिमित (रीणा९) समुच्चय 
मान लीजिए & - (।, 2, 3, 4, 5), 3 5 (०, 9, ८, 4, ०.) और (१ - ( विश्व के पुरुष ) हैं। 


हम ध्यान देते हैं, कि & में 5 अवयव हैं और 8 में 6 अवयव हैं। (१ में कितने अवयव हैं? स्पष्ट 
है, हम 0" के अवयवों की यथार्थ संख्या नहीं जानते हैं, लेकिन यह कोई प्राकृत संख्या है जो एक 
बहुत बड़ी संख्या हो सकती है। समुच्चय & के अवयवों की संख्या से हमारा अभिप्राय समुच्चय 
के विभिन्‍न अवयवों की संख्या से है और इसे हम #(७) द्वारा निरूपित करते हैं। यदि #(») 
एक प्राकृत संख्या है, तो & एक परिमित समुच्चय है अन्यथा ४, अपरिमित समुच्चय कहलाता 
है। आइए प्राकृत संख्याओं के समुच्चय ४ पर विचार करते हैं। हम देखते हैं कि इस समुच्चय 
के अवयवों की संख्या ४0५) परिमित नहीं है क्योंकि प्राकृत संख्याएँ अनगिनत होती हैं। इस 
प्रकार, हम कह सकते हैं कि प्राकृत संख्याओं का समुच्चय एक अपरिमित समुच्चय है | 


परिभाषा 2 एक समुच्चय, जो रिक्त है या जिसके अवयवों की संख्या निश्चित है, परिमित 
समुच्चय कहलाता है, अन्यथा, समुच्चय अपरिमित कहलाता है। 


हम संख्याओं के विभिन्‍न समुच्चयों को निम्नलिखित प्रतीकों से निरूपित करेंगे : 


ष : प्राकृत संख्याओं का समुच्चय 

7 ५ पूर्णाकों का समुच्चय 

0 5 परिमेय संख्याओं का समुच्चय 

0 : वास्तविक संख्याओं का समुच्चय 
72" ; धन पूर्णाकों का समुच्चय 

(" : धन परिमेय संख्याओं का समुच्चय 
." : धन वास्तविक संख्याओं का समुच्चय 





आइए, हम कुछ उदाहरणों पर विचार करें : 

6) मान लीजिए ५ सप्ताह के दिनों का समुच्चय है, तो |४ परिमित है। 

(४) सभी परिमेय संख्याओं का समुच्चय 0 अपरिमित समुच्चय है । 

(0४) मान लीजिए $ समीकरण 2 - 6 5 0 के हलों का समुच्चय है, तो $ परिमित है। 

(0५) मान लीजिए कि रेखा के सभी बिन्दुओं का समुच्चय 0 हैं, तो ७ अपरिमित समुच्चय 
है। 


8 गणित 


जब हम एक समुच्चय को रोस्टर रूप में निरूपित करते हैं तब हम समुच्चय के सभी 
अवयवों को कोष्ठक ( ) में लिखते हैं। एक अनन्त समुच्चय के सभी अवयवों को कोष्ठक के 
भीतर लिखना सम्भव नहीं है। इसलिए हम कुछ अनन्त समुच्चयों को रोस्टर रूप द्वारा निरूपण 
में कुछ अवयवों को लिखकर, जो समुच्च॑य के स्वरूप को स्पष्टतः बताते हैं, उसके बाद त्तीन 
बिन्दु लगाते हैं। 


उदाहरणतया, (, 2, 3, 4, ...) प्राकृत संख्याओं का समुच्चय है, (, 3, 5, 7, 9, ...]), 
विषम प्राकृतिक संख्याओं का समुच्चय है और (..., -3, -2, -, 0, , 2, 3, ...) हा का 
समुच्चय है। परन्तु वास्तविक संख्याओं के समुच्चय को इस रूप में प्रदर्शित नहीं किया जा 
सकता क्योंकि इस समुच्चय के अवयवों का कोई विशेष प्रतिरूप नहीं है। ' 
4.5 समान (49) और तुल्य (#५एंएथशेशा) समुच्चय 


दो दिये गए समुच्चयों & और 8 में, यदि # का प्रत्येक अवयव 8 का भी अवयव है और फ का 
प्रत्येक अवयव # का भी अवयव है, तो समुच्चय & और 8 समान कहलाते हैं। स्पष्टतः दोनों 
समुच्चयों में यथार्थ रूप से समान अवयव. होते हैं। 


परिभाषा 3 समुच्चय & तथा 8 समान कहलाते हैं यदि उनमें यथार्थ रूप से समान अवयव हो 
और उसे हम & > 3 लिखते हैं। अन्यथा समुच्चय असमान (#72६४०४) कहलाते हैं और हम 
+ * 3 लिखते हैं। 


आइए, हम निम्नलिखित उदाहरणों पर विचार करें: 
(0) मान लीजिए & 5 [ , 2, 3, 4, ) और 8 5 [ 3, ), 4, 2) तो, & 5 8 
(0) मान लीजिए », 6 से कम अभाज्य संख्याओं का समुच्चय और 7?, 30 के अभाज्य 
गुणनखण्डों का समुच्चय है। स्पष्टत: समुच्चय & तथा ? समान हैं क्योंकि 2, 3 और 5 
ही केवल 30 के अभाज्य गुणनखण्ड हैं और 6 से कम भी हैं। 
आइए, हम दो समुच्चयों [. < ( , 2, 3, 4) और |( < (।, 2, 3, 8) पर विचार करें| 
दोनों में से प्रत्येक में चार अवयव हैं लेकिन वे बराबर नहीं है। 


परिभाषा 4 परिमित समुच्चय & तथा 8 तुल्य («६४४/०/४४) कहे जाते हैं यदि उनमें अवयवों 
की संख्या समान हो। उसे हम & « 8 लिखते हैं। 


उदाहरणतया मान लीजिए & - (०, ४, ८, 4, ८) और 8 - [, 3, 5, 7, 9) तो & और 
8 तुल्य समुच्चय हैं। 


स्पष्टत: सभी समान समुच्चय तुल्य समुच्चय होते हैं परन्तु सभी तुल्य समुच्चय समान 
समुच्चय नहीं होते हैं। 


समुच्चय 9 

उदाहरण 7 समान समुच्चयों के युग्म छाँटिए, यदि ऐसा कोई है, और कारण भी बताइए : 

& 5 (0), 85 :४>5 और ४<5 ), 05 (४:४-5-0), 0 5 (: | ८ 25) 

8 > (४ : » समीकरण ४ - 2: - 5 5 0 का एक थधनात्मक पूर्णाक मूल है) 
हल चूँकि 0 ८ & और 0 समुच्चयों 8, 0, 70 और 9 में से किसी में भी नहीं है। इसलिए, 
#& # 3, & # 0, 8 # 2, & # 3 है, 8 - $ लेकिन अन्य कोई समुच्चय रिक्त नहीं है। अतः 
8 # 0, 8 # 0 और 8 # 8. 0 + (5) लेकिन -5 ८ 9 अतः 0! # 7. चूँकि & 5 (5), 
0 - 8, 0 + (-5, 5) और छ& - (5), इसलिए 70 & 5. इस प्रकार, समान समुच्चयों का युग्म 
केवल ९" और 5 है| 
उदाहरण 8 निम्नलिखित समुच्चय युग्म में से कौन समान हैं? अपने उत्तर का औचित्य बताइए | 
6) »&, “#ै].,0५” के अक्षरों का समुच्चय और 8, “.0५»[/” के अक्षरों का समुच्चय | 
(0) &< [॥ : # € 2 और ४? < 4) और 8छ 5 (४ : « & ? और 2 - 35 + 2 5 0). 
हल 0) & - (४,....0,४), 8 5 (,0,7,०,.,). तो & और 8 समान समुच्चय हैं 
क्योंकि एक समुच्चय के अवयवों की पुनरावृत्ति से समुच्चय नहीं बदलता है। इस प्रकार, 
& ८ [#, ., 0, ४) - 8. 
() & ८ (-2,-,0,,2,), 3 5 (,2). चूँकि 0 € & और 0 & 8, & और 8 समान नहीं 

है। 
उदाहरण 9 बतलाइए कि निम्नलिखित समुच्चयों में कौन परिमित हैं और कौन अपरिमित हैं। 

(0) (४; <४ ८ और (४६-) (४-2) 5 0) 

() (४: >» ८ और £ < 4) 

6॥) (& :» ८ और 22 - 5 0) 

(9५) (४: 5 & रे और £ अभाज्य है] 

(४) (४ : » ८ और » विषम है) 
हल (0) दिया समुच्चय - (, 2) है। अतः यह परिमित है। 

(0) दिया समुच्चय - (2) है। अतः यह परिमित है। 

(॥) दिया समुच्चय - ५, है| अतः यह परिमित है। 

(५) दिया समुच्चय सभी अभाज्य संख्याओं का समुच्चय है और क्योंकि अभाज्य संख्याओं 

का समुच्चय अनन्त है, अतः दिया समुच्चय अनन्त है। 
(५) चूँकि विषम संख्याएँ अनन्त हैं, अतः यह समुच्चय अनन्त है। 


0 


गणित 


प्रश्नावली .2 


निम्नलिखित समुच्चयों में से कौन परिमित तथा कौन अपरिमित है : 
0) वर्ष के महीनों का समुच्चय | 

8) [॥, 2, 3, ...) 

(9) [(,2,3....,99,।000] 

(५) ॥00 से बड़े धन पूर्णाकों का समुच्चय | 

(७) 99 से कम अभाज्य संख्याओं का समुच्चय | 

बताइए कि निम्नलिखित समुच्चयों में से प्रत्येक में कौन परिमित हैं तथा कौन अपरिमित हैं? 
(0) रेखाओं का समुच्चय जो +-अक्ष के समान्तर है। 

(0) अंग्रेजी वर्णनाला के अक्षरों का समुच्चय | 

(॥) संख्याओं का समुच्चय जो 5 की गुणक है। 

(५) पृथ्वी पर रहने वाले जानवरों का समुच्चय | 

(५) समतल में मूलबिन्दु से होकर जाने वाले दृत्तों का समुच्चय | 


निम्नलिखित में से कौन कौन रिक्त समुच्चय के उदाहरण हैं? 


(0) 2 से भाज्य विषम प्राकृत संख्याओं का समुच्चय। 

(॥) सम अभाज्य संख्याओं का समुच्चय | 

(॥) (» : » एक प्राकृत संख्या है, ५ < 5 और साथ-साथ 5 > 7] 
(५४) (» : » किन्हीं दो समान्तर रेखाओं का उभयनिष्ठ बिन्दु है। ) 


निम्नलिखित में से बताइए कि & < 8 है या नहीं : 


() 0 5 [4, 9, ८. व.) 8 +<- [6, ८, 9, 6) 

) #& - (4, 8, ।2, 6) 8 - (8, 4, 6, 8] 

(ऐ) 2 5 (2, 4, 6, 8, 0) 8 5 (४: » धन सम पूर्णाक है €< 0) 
(ए) &< (५: .५ 0 का गुणक है] 8 & (0, 5, 20, 25, 30, ...) 


क्या निम्नलिखित समुच्चय युग्म समान हैं? कारण बताइए | 


(0) ४ # (2.3), 8 -> ज: ०, ४ + 55 + 6 50 का हल है) 
0) &-> 5: ०» शब्द 70.,09 का एक अक्षर है|), 8 - (५: » शब्द एए/0,7 का एक अक्षर 
है।) 


नीचे दिए गए समुच्चयों में से समान समुच्चय और तुल्य समुच्चय छाँटिए : 


& 5 ३0, 6) 8 - ([], 2, 3, 4) 
0 > (4, 8, [2] 9 + (3, ।, 2, 4) 
8> [], 0) छ«> (६8, 4, 2) 


6 < [. 5, 7, ) पर 5 (4, ४), 


समुच्चय | 
.6 उपसमुच्चय (87052) 

समुच्चच & और '' पर विचार करें, जहाँ & आपके विद्यालय के सभी विद्यार्थियों का समुच्चय 
निरूपित करता है और ग' आपकी कक्षा के सभी विद्यार्थियों का समुच्चय निरूपित करता है। हम पाते 
हैं कि प' का प्रत्येक अवयव $ का भी एक अवयव है। हम कहते हैं कि (', $ का उपसमुच्चय है। 
परिभाषा 5 यदि समुच्चय & का प्रत्येक अवयव, समुच्चय 8 का भी एक अवयव है, तो &, छ 


का उपसमुच्चय कहलाता है या &, 8 में अन्तर्विष्ट (८णाश्रं20 ॥॥) है। हम इसे & ८ 8 
लिखते हैं। 


यदि »& का कम से कम एक अवयव 8 में नहीं है, तो &, 8 का उपसमुच्चय नहीं है। हम 
इसे ७ ८ 8 लिखते हैं। 
हम ध्यान दे सकते हैं कि & को 8 का उपसमुच्चय होने के लिए जो कुछ आवश्यक है 
वह यह है कि & का प्रत्येक अवयव 98 में है। यह संभव है कि 8 का प्रत्येक अवयव & में हो 
या नहीं भी हो। यदि ऐसा होता है कि 8 का प्रत्येक अवयव & में भी है, तो हम 8 ८ # भी 
प्राप्त करेंगे। इस स्थिति में, & और 8 समान समुच्चय हैं क्योंकि हम 
& ८ 3 और 8 ८ & से & - 5 प्राप्त करते हैं| 
परिभाषा से स्वतः स्पष्ट है कि प्रत्येक समुच्चय स्वयं का उपसमुच्चय है अर्थात्‌ 
४ ८ ०४, चूँकि रिक्त समुच्चय में कोई अवयव नहीं होता है, हम कह सकते हैं कि # प्रत्येक 
समुच्चय का उपसमुच्चय होता है| 
अब हम कुछ उदाहरणों पर विचार करते हैं। 
(0) परिमेय संख्याओं का समुच्चय 0, वास्तविक संख्याओं के समुच्चय ॥? का उपसमुच्चय है 
और हम 0 ८ ॥२. लिखते हैं। 
(४) यदि &, 56 के सभी भाजकों का समुच्चय है और 8, 56 के सभी अभाज्य भाजकों का 
समुच्चय है तो 8, & का उपसमुच्चय है, और हम 8 ८ » लिखते हैं। 
(४) मान लीजिए & - [, 3, 5) और 8 - (४ : ». 6 से कम एक विषम प्राकृत संख्या है), 
तो # ८ 8 और 8 ८ ४, अत: & ८ 8 | 
(५) मान लीजिए & < (6, ०, ४, ०, ४), 3 5 (०, &, ८ 4), तो &, 8 क़ा उपसमुच्चय नहीं है 
तथा 8, & का उपसमुच्चय नहीं है। जिसे हम & ८ 5 और 8 ८ & द्वारा लिखते हैं। 
(४) आइए, हम समुच्चय (,2) के सभी उपसमुच्चय लिखें। हम जानते हैं कि # प्रत्येक 
समुच्चय का उपसमुच्चय होता है। इसलिए 0, समुच्चय (,2) का उपसमुच्चय है। हम 
देखते हैं कि () और (2) और (।, 2) भी (।, 2) के उपसमुच्चय हैं। इस प्रकार, 
समुच्चय (,2) के कुल चार उपसमुच्चय, नामतः 0, (), (2) और(,2] हैं। 


)2._ गणित 


परिभाषा 6 मान लीजिए & और 5 दो समुच्चय हैं। यवि & ८ 8 और ४ # 8, तो &, 9 का 
उचित उपसमुच्चय (/ठ[९7* ४;28९ कहते हैं और छ को & का अधिसमुच्चय (57[7८€7४४2४) 
कहते हैं। उदाहरणतः, 4 < [,2,3), 8 5 (,2,3,4) का उचित उपसमुच्चय है| 

परिभाषा 7 यदि समुच्चय & में केवल एक अवयव हो तो हम इसे एकल समुच्चय (5%8६/2४०४) 
कहते। इस प्रकार, (४) एक एकल समुच्चय है। 


4.7 घात समुच्चय (70श2" $0०) 
अनुभाग .6 के उदाहरण (९) में समुच्चय (!,2) के सभी उपसमुच्चयों नामतः $, (), (2) और 
(, 2] प्राप्त किए। हम इन सभी उपसमुच्चय के समुच्चय को (!,2) का घात समुच्चय कहते हैं| 


परिभाषा 8 समुच्चय ७ के सभी उपसमुच्चयों का समूह & का घात समुच्चय कहलाता है। इसे 
?(७) से निरूपित किया जाता है। 7(७) का हर अवयव एक समुच्चय है । 


अनुभाग [.6 के उदाहरण (९५) में, यदि & - [, 2), तो (७) < ९, (), (2), (,2)), 
यह भी ध्यान दीजिए, कि आ2(७)]- 4 - 22, व्यापक रूप से यह दिखाया जा सकता है कि यदि 
7(80)-॥॥, तो ॥[?(७)] - 2" > कर ८ 72) | 


.8 सार्वत्रिक समुच्चय (ग्रांएश5७ 8९0) 


समुच्चयों के किसी विशेष संदर्भ में, यदि हम ए ऐसा समुच्चय पाते हैं ताकि सभी विचाराधीन 
समुच्चय ए के उपसमुच्चय हों तो समुच्चय ! को सार्वत्रिक समुच्चय कहते हैं| हम ध्यान देते 
हैं कि सार्वश्रिक समुच्चय अद्वितीय नहीं होता है । 

उदाहरणतः सभी पूर्णाकों के समुच्चय 2, के लिए, सार्वत्रिक समुच्चय परिमेय संख्याओं का 
समुच्चय 0 या वास्तविक संख्याओं का समुच्चय | हो सकते हैं। 

एक और उदाहरण, मानव जनसंख्या अध्ययन के संदर्भ में विश्व के सभी व्यक्तियों का 
समुच्चय सार्वत्रिक समुच्चय है। 


उदाहरण 0 निम्नलिखित समुच्चयों पर विचार कीजिए 

९, ॥ + (,3), 8 5 (!,5,9), 0 - (,3,5,7,9] 

प्रत्येक समुच्चय युग्म के बीच सही प्रतीक ८ या ८& रखिए 0) $-- 8, (४) 8 -- 8, 
() 8 -- 0, 0५) 8-९, 
हल 0) $ ८४ क्योंकि 6, प्रत्येक समुच्चय का उपसमुच्चय होता है। 

0) & ८४8 क्योंकि 3 & & और 3 & एछ. 

ध) # ८ ९ क्‍योंकि ,3 &८ &, जो ८ में भी हैं। 

(५) 8 ८ ९ क्‍योंकि 9 का प्रत्येक अवयव ९ में भी है। 


समुच्चय3 


उदाहरण ]4 मान लीजिए & - [,2,3,4), 8 5 (,2,3) और 0९ - (2,4). सभी समुच्चय >> 
ज्ञात कीजिए जिनके लिए 6) >> ८ 8 और -<% ८ ९० (0) >> ८ 6 और हु ८ 5. 


हल 60) % ८४ का अर्थ है कि >, 8 का उपसमुच्चय है तथा 8 के उपसमुच्चय हैं 0, (), 
(2), (3), (,2), (,3), (2,3) और (,2,3). # ८ ० का अर्थ है कि 5, 0" का 
उपसमुच्चय तथा ९! के सभी उपसमुच्चय ५, (2), (4) और (2.4) हैं। हम पाते हैं 
कि 5 ८ 8 और ह ८ 0 जिसका अर्थ है कि 5, 9 और (0 दोनों का उपसमुच्चय 
है। अतः, & - $ , (2). 
(9) # ८ &, > ८ 8 का अर्थ है कि 5, & का उपसमुच्चय है परन्तु हु, 8 का 
उपसमुच्चय नहीं है। इसलिए, ऋ 5 (4), (,2,4), (2,3,4), (!,3,4), (१,4), 
(2,4), (3,4), (,2,3,4) | 


टिप्पणी एक समुच्चय के कुछ अवयव सहज रूप में ऐसे हो सकते हैं जो स्वयं समुच्चय हों । 
उदाहरणतः समुच्चय (, (2,3), 4) का एक अवयंव (2,3) है जो एक समुच्चय है तथा इस 
* समुच्चय के अवयव । तथा 4 भी हैं जो समुच्चय नहीं है । 


उदाहरण 42 मान लीजिए कि &,3 और ९ तीन समुच्चय हैं | यदि & ८ 8 और 8 ८0 हों 
तो क्‍या यह सत्य है कि & ८ ० ? यदि नहीं तो एक उदाहरण दीजिए | 


हल नहीं, मान लीजिए ७ 5 ([), 8 0" - [[), 2). यहाँ & ८ 3 क्‍योंकि & - () और 
8 - 0 से प्राप्त होता है 8 ८ 0, लेकिन & & (! क्योंकि | & & और | & ९: 

ध्यान दीजिए कि किसी समुच्चय का कोई अवयव उस समुच्चय का उपसमुच्चय कभी भी 
नहीं हो सकता है। 


प्रश्नावली 4.3 


. निम्नलिखित कथनों में से कौन से सत्य हैं? अपने उत्तर का औचित्य बताइए : 
0) सभी बिल्लियों का समुच्चय, सभी जानवरों के समुच्चय में अन्तर्विष्ट है। 
(7) सभी समद्ठिबाहु त्रिभुजों का समुच्चय, सभी समबाहु त्रिभुजों के 'समुच्चय में अन्तर्विष्ट है। 
(0॥0) सभी आयतों का समुच्चय, सभी वर्गों के समुच्चय में अन्तर्विष्ट है। 
(0५) समुच्चय & 5() और 8 - (()) समान हैं। 
(५) समुच्चय & - (५ : » शब्द “एणछ” का एक अक्षर है) और 8 - (& : « शब्द पाए 
का एक अक्षर है) समान हैं। 


2, प्रतीकों “'या & को रिक्त स्थानों में भरकर कथनों को शुद्ध कीजिए 
6). (2,3,4) -- (,2,3,4,5) 
09). [४ ,७, ८] -- [8 ,०, 4) 
(४) -[< : » आपके विद्योलय की जा कक्षा का एक विद्यार्थी है ;-- (५ : > आपके विद्यालय का 
एक विद्यार्थी है | ॥ 


कन्क, 


4 


0. 


गणित 


(५) [४ : » समतल में एक वृत्त है |-- (५ : » इकाई त्रिज्या का एक वृत्त है ). 

(७) [» : # समतल में एक त्रिभुज है ) -- (3 : » समतल में एक आयत्त है ). 

(७) (५ : » समतल में एक समबाहु त्रिभुज है ) -- (£ : « समतल में एक त्रिभुज है ). 
(सा) (४: » एक सम प्राकृत संख्या है ]-- (+ : » एक पूर्णाक है ). 


परीक्षण कीजिए कि निम्नलिखित कथन सत्य हैं या असत्य : 

(). (6 09)५%[/9 ० 4) 

(8) ([०,९) ८ (५: » अंग्रेजी वर्णमगाला का एक स्वर है] 

() (,3,5] ८ (, 3, 5) 

(५) (०) ८ (५, 0 ,८) 

(२) [क) € [6 ,/, ८) े 

(५) (४: ७» एक सम प्राकृत संख्या है जो 6 की भाजक है) ८ (& : » एक प्राकृत संख्या है जो 
36 की भाजक है). 


मान लीजिए »& - ([!,2,(3,4),5)| निम्नलिखित कथनों में से कौन से असत्य हैं और क्‍यों? 
06) (3,4]८७ . (0) (3,.4]6 # (60 ((8,4)]८:&6 (५०१ 6 & 


(०) ।4८8 (छ) ([,2.5] ८ ७ (शा) [,25] 6 & (श्री (,.2.3) ८ & 
(5) ९६ & (५) ([५९) ८ 8. 
निम्नलिखित समुच्चयों में कौव से समान हैं? 
6 + [५ : ४ € , + < 3), 8 5 (,2), (:< (3,!] 
< (४: ४ ८ 'ए, + विषम है, » < 5] छ+> [(,2,) छ+- ([,,3) 


मान लीजिए & 5 (,2,3,4), 8 - (,2,3) और ९! - (2,4). प्रतिबंधों के प्रत्येक युग्म को संतुष्ट 
करने वाले सभी समुच्चय > ज्ञात कीजिए : 


60) ८93 और # ८० क) ह>८8, ; 8 और 75०० (0) -८ ७, ५ ८8 और 5८ ( 


मान लीजिए कि & ८ ((,2,3), (4,5), (6,7,8)). ज्ञात कीजिए कि निम्नलिखित में से कौन 
सत्य हैं तथा कौन असत्य हैं | 


() | € & () (,2,.3) ८ & (60) 6,7,8]) &€ #& 
0५) [(4,.5])) ८ & (२ $6+५ हु (श) १८ ४. 


ए९(४) में कितने अवयव हैं यदि #& 5 ७ ? 
मान लीजिए & - (९, (५), ।, (,0),7). निम्नलिखित में से कौन सत्य हैं? 


0) $€ ० 0) (५) 6 ७४ () []6 & 
6०0) ([7,0] ८ & (ए) 7८०४ (छ) (7, ()) ८ ४ 
(शा) (7), ()) ८ & (शा) (९, 4५), (,9)) ८ & (0) [(९)) ८ & 


मान लीजिए कि ४,8,2 तीन समुच्चय हैं| यदि # ८ 8 और ४ € ८ तो क्‍या यह सत्य है कि 
/ € ९! ? यदि नहीं तो एक उदाहरण दीजिए 


समुच्चय 5 


.9 वेन आरेख (पा ांब्रष्टा'ब्ाव5) 


समुच्चयों के बीच अधिकांश संबंधों को आरेखों के द्वारा प्रदर्शित किया जा सकता है। समतल 
में परिबद्ध क्षेत्र के रूप में समुच्चयों को प्रदर्शित करने वाली आकृतियाँ ब्रिटिश तर्कशास्त्री जॉन 
वेन ([0॥ ५०॥) (834-883 ई.) की स्मृति में वेन आरेख कहलाती हैं। सार्वत्रिक समुच्चय 
( को आयत के अन्त: क्षेत्र द्वारा प्रदर्शित किया जाता है। अन्य समुच्चयों को दुत्तों या बन्द वक्रों 
के अन्त: क्षेत्र से प्रदर्शित किया जाता है। 





आकृति 4.7 


आकृति .] समुच्चयों » और 8, जहाँ & ८ 8, को प्रदर्शित करने वाला वेन आरेख है| 





आकृति .2 


आकृति .2 में, ए  (, 2, 3, ..., 0) सार्वत्रिक समुच्चय है जिसके & > (2,4,6,8,0) 
और 8 - (4,6) उपसमुच्चय हैं | यह स्पष्ट है कि 8 ८ &, जब हम समुच्चय की संक्रियाओं की 
चर्चा करेंगे तब पाठक वेन आरेख का विस्तृत अनुपयोग देखेंगे। 


4.40 समुच्चय का पूरक ((णाफ़ाशाशा) 


मान लीजिए कि सभी अभाज्य संख्याओं के समुच्चय का सार्वत्रिक समुच्चय ए है तथा &, ए 
का ऐसा उपसमुच्चय है जिसमें वे सभी अभाज्य संख्याएँ हैं जो 42 की भाजक नहीं है। इस 
प्रकार & < (४ : > €८ 0 और » 42 का भाजक नहीं है). हम देखते हैं कि 2 & ए परन्तु 


॥६ गणित 


26 &, क्योंकि 2, 42 का भाजक है| इसी प्रकार 3 & ए परन्तु 3 & &., और 7 ८ ए परन्तु 
7 & &. अब 2,3 और 7, ए के केवल ऐसे अवयव हैं जो & में नहीं हैं। इन तीन अभाज्य 
संख्याओं का समुच्चय अर्थात्‌ समुच्चय (2,3,7) ए के सापेक्ष & का पूरक कहलाता है, और हि 
से निरूपित किया जाता है। इस प्रकार हम &” - (2,3,7) पाते हैं। इस प्रकार, हम देखते हैं 
कि ४! -> (5 : + € ए 0 » £ &)। इससे निम्नलिखित परिभाषा प्राप्त होती है। 


परिभाषा 9 मान लीजिए कि ए एक सार्वत्रिक समुच्चय है और &, ए का उपसमुच्चय है तो 
ए के सापेक्ष & का पूरक ए के उन अवयवों का समुच्चय है जो & के अवयव नहीं हैं। 
प्रतीकात्मक रूप में, हम ए के सापेक्ष & के पूरक को »/ द्वारा निरूपित करते हैं। इस प्रकार 
3 ८ (७5: + 6 ए और +& 8). इसे वेन आरेख में निम्न प्रकार प्रदर्शित किया जा सकता है: 


है 
ए न 


आकृति .3 में छायांकित भाग »“ को प्रदर्शित करता है। 


उदाहरण 3 मान लीजिए [| < (, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, [0) और & - ([, 3, 5, 7, 9) है 
तो &' ज्ञात कीजिए। 


हल हम ध्यान देते हैं कि 2, 4, 6, 8, 0; 0 के वे अवयव हैं जो » में नहीं है। अतः 
8 5 (2, 4, 6, 8, 0). 




























उदाहरण 4 मान लीजिए | एक सहलशिक्षा विद्यालय के कक्षा जरा के सभी विद्यार्थियों का 
सार्वत्रिक समुच्चय है और &, कक्षा हा की सभी लड़कियों का समुच्चय है। »” ज्ञात कीजिए | 
हल क्योंकि # सभी लड़कियों का समुच्चय है, अत: »“ कक्षा के सभी लड़कों का समुच्चय है। 
।47 समुच्चयों पर संक्रियाएँ . 

पूर्व की कक्षाओं में हम पढ़ चुके हैं कि सँख्याओं पर जोड़, घटाव, गुणा और भाग की संक्रियाएँ 
कैसे की जाती हैं। हमने इन संक्रियाओं के गुणंधर्म यथा क्रम विनिमेय, साहचर्य, वंटन इत्यादि 
नियमों का भी अध्ययन किया। अब हम-समुच्चय पर कुछ संक्रियाओं को परिभाषित करेंगे और 


समुच्चय_॥7 


उनके गुणधर्मों का परीक्षण करेंगे। अतएव, हम सभी समुच्चयों को किसी सार्वत्रिक समुच्चय का 
उपसमुच्चय लेंगे । 


(७) समुच्चयों का सम्मिलन (एरांणा ण॑ $९5&) मान लीजिए & और 8 कोई दो समुच्चय 
हैं। » और 8 का सम्मिलन वह समुच्चय है जिसमें & के सभी अवयवों के साथ-साथ 8 के 
भी अवयव हैं तथा उभयनिष्ठ अवयवों को केवल एक बार शामिल किया गया है। सम्मिलन को 
प्रतीक '>' से निरूपित किया जाता है। 

इस प्रकार, हम दो समुच्चयों के सम्मिलन को निम्न प्रकार परिभाषित कर सकते हैं : 


परिभाषा 0 दो समुच्चयों & और 8 का सम्मिलन समुच्चय 0 है जिसमें वे सभी अवयव है जो 
या तो » में हैं या 8 में हैं (दोनों में उभयिनिष्ठों को शामिल करते हुए)। 

प्रतीकात्मक रूप से, हम & ५४8 5 (>: » € # या » € 8) लिखते हैं तथा इसे हम 
'»& सम्मिलन 9' पढ़ते हैं। 

दो समुच्चयों के सम्मिलन, को आकृति .4 में दिखाए वेन आरेख से प्रदर्शित किया जा 
सकता है। ः 





आकृति .4 


आकृति .4 में छायांकित भाग & ५ 8 को प्रदर्शित करता है। 


उदाहरण 45 मान लीजिए कि & - (2, 4, 6, 8) और 8 - (6, 8, 0, 2), तो & "9 ज्ञात 
कीजिए | ह 


हल हम पाते हैं कि & (५ 8 < (2, 4, 6, 8, 40, |2). 
ध्यान दें कि उभयनिष्ठ अवयव 6, 8 को ७.8 लिखने में केवल एक ही बार लिया गया है। 


उदाहरण 6 मान लीजिए &- (५, ८, $, ०, ४) और 8 - (०, ४, ४). दिखाइए कि & (/8- ४. 
हल हम पाते हैं कि & (५ 8 ८ (०, ८, ४, ०, ४) - ४. 


यह उदाहरण व्याख्या करता है कि समुच्चय ७ और उसके उपसमुच्चय 8 का सम्मिलन 
समुच्चय & स्वयं होता है, अर्थात्‌ यदि 8 ८ # , तो & ५ 8 5 8. 


8 गणित 


उदाहरण ॥7 मान लीजिए कि % - (राम, श्याम, अकबर) कक्षा ज़रा के उन विद्यार्थियों का 
समुच्चय है जो विद्यालय की हाकी टीम में हैं तथा ४ « (श्याम, डेविड, अशोक) कक्षा ऊँता के 
उन विद्यार्थियों का समुच्चय है जो विद्यालय की फुटबाल टीम में हैं। 5९ (५ ४ ज्ञात कीजिए और 
प्राप्त समुच्चय की व्याख्या कीजिए । 


हल हम पाते हैं कि £ (५ ५ - (राम, श्याम, अकबर, डेविड, अशोक) | यह कक्षा 3 के उन 
विद्यार्थियों का समुच्चय है जो या तो हाकी टीम में या फुटबाल टीम में हैं। 


उदाहरण 8 निम्नलिखित समुच्चयों के लिए उनका सम्मिलन ज्ञात कीजिए : 
(6)- & 5 [4,2,3,4); 3 5 [2,3,5) 
(0) &< [५:४८ 7" और ७८ > 7); 8 5 (,2,3) 
(6) ७ 5 (2: ४ € 7"); 8 5 (४: ४ € 7 और # < 0] 
(५) & ८ (४: » ८  बि और | <£ < 4); 8 5 (४: » ८ '' और 4 <% < 9) 


हल (6) & ०98 -< ([[.2,3,4,5) 
(0) & 5 (3,4.5,...), 8 5 (,2,3), इसलिए, & ५५ 8 - (,2,3,4,5,...) 5 27 
() 8 5 [,2,3,...),8 >(» : > एक ऋणात्मक पूर्णांक है )। इसलिए, 
0 ० 3 + ०6 7, ८ रू 0) 
(69५) #४ 5 (2,3,4), 8 5 [5,6,7,8) | इसलिए, & ५» 8 - (2,3,4,5,6,7,8). 


(ख) समुच्चयों का सर्वनिष्ठ (श5९८४णा ० 80४५) समुच्चयों & और 8 का सर्वनिष्ठ उन 
सभी अवयवों का समुच्चय है जो & और 8 दोनों में उभयनिष्ठ हैं| सर्वनिष्ठ को प्रतीक '// से 
निरूपित किया जाता है| इस प्रकार, हम निम्नलिखित परिभाषा पाते हैं : 

परिभाषा दो समुच्चयों » और 8 का सर्वनिष्ठ उन सभी अवयवों का समुच्चय है जो & और 


3 दोनों में हैं। इसे & ७ 8 से निरूपित किया जाता है| इस प्रकार & ० 8 > (५: » & 8 और 
+ ८ 38) जिसे & और 8 का उभयनिष्ठ समुच्चय पढ़ते हैं। दो समुच्चयों के सर्वनिष्ठ को 





आकृति .5 


समुच्चय ।9 
आकृति ।.5 जैसी वेन आरेख से प्रदर्शित किया जाता है। छायांकित भाग & /, 8 को प्रदर्शित 
करता है। । | 


यदि & ०» 8 + $, तो & और 8 को असंयुकत समुच्चय (८/५/०४/) कहते हैं| उदाहरणतः, मान 
लिजिए & - (2.4, 6, 8) और 8 5 [!, 3, 5, 7). तो & और 8 असंयुक्‍त समुच्चय हैं क्योंकि 
ऐसा कोई अवयव नहीं है जो & और 9 में उभयनिष्ठ हो। आकृति .6 में असंयुक्त समुच्चयों 
को वेन आरेख से प्रदर्शित किया गया है| 


आकृति .6 


उदाहरण 9 मान लीजिए & - (2, 4, 6, 89) और 8 < (6, 8, 0, [2] हैं, तो & 6 8 
ज्ञात कीजिए | 


हल हम देखतें है कि केवल अवयव 6,8 ऐसे हैं जो & और 8 दोनों में उभयनिष्ठ हैं। अतः 
20 70 3 5 [06,8) 


उदाहरण 20 उदाहरण ॥7 के समुच्चयों > और ५ पर विचार कीजिए। तथा # 6 ५ 
ज्ञात कीजिए | 


हल हम देखते हैं कि केवल अवयव 'श्याम' दोनों में उभयनिष्ठ अवयव है। अत्तः, 
»& 7 ४ ८ (श्याम)। 


उदाहरण 2] मान लीजिए कि & - [,2,3,4,5,6,7,8,9,।0) और 8 - (2,3,5,7) हैं तो ७ 8 
ज्ञात कीजिए और सिद्ध कीजिए कि & ० 8.5८ 8. 


हल हम पाते हैं कि & ७ 8 - (2,3,5,7) - ऐ. 
पुनः हम पाते हैं कि 8 ८ & , अतः & 0 8 5 8 


उदाहरण 22 मान लीजिए कि & > [& :  € 7/); 8 - (» : », 3 का गुणक है, >€ 72); 


0 - (४: > एक ऋणात्मक पूर्णाक है); 0 - (& : » एक विषम पूर्णाक है). निम्न ज्ञात कीजिए 
() 0 7 8, (7) ७ 7 0०.५, (7) & / 9, 60५९) 8 0 ९, (७) 8 0 0, (श). ( 0 72. 


20 गणित 


हल #& - (+ : » एक धनात्मक पूर्णाक है ), 8 - [#:# 6 2); 
() #& 7१ 8-5 (3,6.9,[2,...) > [(॥ : # € 77]. 
त) 8 70 (८ 0 
(0) ७ 0 05 ([,3,5,7....), 
6५) 8 6 0! --(-3,-6,-9,...) 5 [३४ : # एक ऋणात्मक पूर्णाक है ), 
(५) 3 700 ?05< (....-5,-9,-3,3,9,5,... ), 
(७) (८ 00 05 (-,-3,-5.--7.,... ) 


(ग) समुच्चयों का अन्तर (ं/क्तशाट८ ० $6७) समुच्चयों & और 8 का अन्तर, उन 
अवयवों का समुच्चय है जो # में हैं परन्तु 8 में नहीं हैं। प्रतीकात्मक रूप में, हम इसे & - 8 
द्वारा लिखते हैं और '& अन्तर 8' जैसा पढ़ते हैं। इस प्रकार, & - 8 < (५; » & & और 
+ £ 9) जो आकृति .7 में वेन आरेख द्वारा प्रदर्शित है। छायांकित भाग & - 8 को प्रदर्शित 
करता है। 





आकृति व.7 


उदाहरण 23 मान लीजिए ५ - [6,०,,०,४) और 8 - (०,,७,४) | ४५ - 8 और 8- ए 
ज्ञात कीजिए | 


हल हम पाते हैं कि ४ - 8 - (०,०), क्योंकि ए के वे अवयव ० और ० हैं जो 8 में नहीं हैं। 
इसी प्रकार 8 - ५ - (४). 
उदाहरण 24 मान लीजिए कि & < (,2,3,4,5,6) और 8 > (2,4,6,8) है तो &--8 और 
58-& ज्ञात कीजिए। 
हल हम पातें हैं कि & - 8 - (,3,5) क्‍योंकि » के वे अवयव जो 8 में नहीं हैं, केवल ,3,5 
हैं| इसी प्रकार छ - & - (8) 

हम ध्यान देते हैं कि # - 8 » 8 - &. 


सम्मिलन और सर्वनिष्ठ समुच्चय की संक्रियाएँ निम्नांकित दिये विभिन्‍न नियमों को संतुष्ट 
करती हैं : ; 


समुच्चय 2॥ 


0) साहचर्य नियम : 
(0 0) 3) 0॥ ० ७५ ४ /वध (8 00 0) ; (७ ५० 8) ५/ ० 5 / ४ (8 ०९) 


(#) क्रम विनिगेय नियम : - ह 

&/79353/7 0 ; है ०35३3७००2 
(॥) वर्गयम ([०6७४०/४४0/ नियम : 

8 7१0७ >> 0. |; ८ ५०००७ /& 

(९) तत्समक (४४609 नियम : 

0 7 ८50 ; ४ ०१९१-८४ 

8 ८00)९$८5५९  ; & ए-ए 
(०) बंटन नियम : 

6 (3 ५० () ८ (& 0 3) ५० (8 0 ९); 2 ५० (8 /) ९) 5 (४ ५०8) /0 (७ ५ (८) 
ये नियम वैन आरेखों की सहायता से सिद्ध किये जा सकते हैं। 
समुच्चयों के पूरक निम्नलिखित नियमों को संतुष्ट करते हैं। 

() डिमोर्गन (2९ 4०८४७ के नियम : 
(& 70 3) <- ७ ५४०३४; (& ० 8) 5८ /४/ १ 3 
(60) पूरक नियम : 
60 0 0/८50५0१  ; ४ ५/८४७- एऐ 


९ चज्एं ; एा<5%९ 
() घातकरण (#४४०%799) नियम : 
(8) ै 


ये नियम वेन आरेखों के प्रयोग से सत्यापित किये जा सकते हैं। 
उदाहरण 25 समुच्चय के गुणधर्मों का प्रयोग करके, सिद्ध कीजिए कि (& (५98) / (७ ./8) 5 &#. 
हल वंटन नियम द्वारा, (७ ५8) 6 (७ ७ 8) 5 & ७ (5790 95) 5 & ० 0 >०४. 
उदाहरण 26 दिखाइए कि & 6 85 & - 8 | स्‍ 
हल ७-8 - (& : ४ € & और # & 8) ८ (४ : 2 € & और ४ € 8] 5 & 7 9". 
उदाहरण 27 यदि »& / 8” - $, दिखाइए कि ७ ८ 8. 
हल & &<- (& 7 ए) 5<- & 7 (8 (७ 80 
. (/ 70) 3) ७७ (४ /? 3) 

से (0) 093) 0५905 ४/ ८6 फ. 
अतः ७ ८ एछ. 


॥ 


गणित 


प्रश्नावली .4 

निम्नलिखित समुच्चय युस्‍्मों में से प्रत्येक के लिए, उनका सम्मिलन ज्ञात कीजिए : 
(0). & ८ ई(क, ९, 0, ४), 3 5 (6, 9, ८ )- 
(0) #& 5 [[,3.5), 8 > (,2,3). 
(8) &> (+ : » एक प्राकृत संख्या है और 3 का गुणक है] 

8 < (+ : » 6 से कम एक प्राकृत संख्या है) 
(५) #& 5 (५ : » एक प्राकृत संख्या है और | <5<5 6) 

8 < (५ : » एक प्राकृत संख्या है और 6 < « < 0] 
(५) & 5 [,2,.3), और 8 < 0. 


मान लीजिए कि & - (6, 2) और 8 < (०, 8, ८ ), क्या 8 ८ 8 है? तथा & ५» 8 क्या है? 
यदि »& और 8 दो ऐसे समुच्चय हैं कि # ८ 8 तो & ५» 8 क्‍या है? 


यदि & < (।,2,3,4), 8 - (3.4,5,6), 0 < [5,6,7,8) और 0 < (7,8,9,0) है तो निम्न ज्ञात 
कीजिए : 

0) & ०8 त) ४०९० () 8०९० 

(५) 8 ७० (0) # ०४8०८ (श) ७०8 ०79 

(शी) 8 ७०९७]! ), 

प्रश्न । के भाग 0), 0), (॥) में से प्रत्येक समुच्चय युग्म का सर्वनिष्ठ ज्ञात कीजिए | 


यदि & - [3.5,7.9,]) और छ - [7,9,8,3); 0 < (,3,5), /) + (5,7) है तो निम्न 
ज्ञात कीजिए | 


(0) &/? 33 () 3877 (0) &/7१(/१ 7७० 
(५) ॥  ) (- (५) 8/09 (श) & (0 (38 70) (0) 
(शा) & 0 0 (शा) & 0 (8 ५79) (५) (879) /) (8 ०७ (0) 


(४) (2 ५०70)) 0 (8 ७ (0) 


यदि 8 5 (£ : « एक प्राकृत संख्या है), 8 


5 [+ :; » एक सम प्राकृत संख्या है), 
( 5 (४ : < एक विषम प्राकृत संख्या है|, 0 < 


(& : > एक अभाज्य संख्या है), 


तो ज्ञात कीजिए 
(4) | 20 7 () #&८०)९ 6) & 77१ 0 
(०) 580: (५०) 8 /70 02 (५) (/)72. 


निम्नलिखित समुच्चय युग्मों में से कौन से असंयुकत हैं? 

(0) [(,2,.3,4) और (+: » एक प्राकृत संख्या है और 4 ड £ < 6) 
(). (०,०/,०४) और (८०,०,०/] 

(0) (5 + एक सम पूर्णाक है) और (+ : » एक विषम पूर्णाक है) 
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यदि & 5 (3, 6, 2, 5, 8, 2]), 8 > (4, 8, 2, 6, 20), 0- (2, 4, 6, 8, 0, 2, 4, ।6) और 
9-5, 0, 5, 20) है त्तो निम्न ज्ञात कीजिए | 


0) &#&-8 (४0) &-0० (7) &-79 
(6०) 8-०७ (श) ०0-०७ (श) 0-«& 
(शा) 8-0० (शा) 8 - 9 (छ) ९-8 
. (0 9-8 69) 0-9 (पी) 0-0० 


0. 


. 


2. 


3, 


44. 


45. 


यदि # - (०, 8, ८, 0 और ५४ - (॥# ४, ८, 2) है तो ज्ञात कीजिए 

60) 5-५, (0) ए४-हे, (0) ०४५, 

यदि 8 वास्तविक संख्याओं का समुच्चय और 0 परिमेय संख्याओं का समुच्चय है, तो ॥ - 0 
क्या है? 

बताइए कि निम्नलिखित कथमनों में से प्रत्येक सत्य हैं या असत््य ? अपने उत्तर का औचित्य भी 
बताइए | 

6) (2,3,4,5) और (3,6) असंयुक्त समुच्चय हैं। 

(0). [०,०/,०,०) और (०,०,८,०४) असंयुकत समुच्चय हैं। 

(0) (2,6,0,4]) और (3,7,,5) असंयुक्त समुच्चय हैं। 

(0५) (2,6,0) और (3,7,) असंयुक्त समुच्चय हैं। 


मान लीजिए कि ए 5 [,2,3,4,5,6,7,8,9), & - [,2,3,4), 3 - (2,4,0,8) और (:- (3,4,5,6), 
तो निम्न ज्ञात कीजिए : 

6) ४ (0) 8/ (४) (& 7 0) 

6५) (& ०४8) (५) (87 (श) (8-0०). 


यदि ए - (०,७,८,4,०, /,8,४), निम्नलिखित समुच्चयों के पूरक ज्ञात कीजिए। 

() ह&- [०,9८).. (0) 8 -क्ाही (0) 0->(०,००,९) . (५) 05 ([8,8,4) 
प्राकृत संख्याओं के समुच्चय को सार्वत्रिक समुच्चय लेते हुए, निम्नलिखित समुच्चयों के पूरक 
लिखिए। 

0) (£:» ८ और » सम है) 

(9) (»४: » ८ थे और > विषम है) 

() (:»४ ७ और #<% , # €  ) 

(०) (४ : » एक अभाज्य संख्या है] | 

(७ :<छ और #» एक पूर्ण वर्ग है) 

(शं) (5४: »> ८ और > एक पूर्ण घन है) 

(शा) (४:७४ ८ बे और ४+ 5 ८ 8] 

(शा) ४ : >> € और 2: + 5 5 9] 

(5) (४:०6 और £> 7) 

(0) (»:०» 6 और > , 3 और 5 से भाज्य है) 


गणित 


।0 | 
पे 


6. यदि पर > [,2,3,4,5,6,7,8,9), & ८ (2,4,6,8) और 8 5 (2,3,5,7) है, तो निम्न सत्यापित 
कीजिए | 
() (& ०४8) ८ ४ 60 87 () (& 09 8) “ 5“ & ५० 8/ 


77. दिखाइए कि (& (५ 8) - (& 6 8) 5 (७-8) ० (8-4). 
(संकेत : ४ -- ४ < # / ५” और डिमोर्गन नियमों का प्रयोग कीजिए) 
यह अन्तर सममित अन्तर (६ऋछाटंट >प्री४०7८८) भी कहलाता है। 


8. यदि ७” ५५ 8 > छा, दिखाइए कि & ८ 8. 

49. यदि 8'८ &', दिखाइए कि & ८ 8, 

20. निम्नलिखित समुच्चयों को वेन आरेख [.8 में छायांकितत कीजिए | 
0) &/ 0 (8 ०८०) (0) ४ 60 (०८ - 8) 


णए 


/ 
र्रक 
कि, 


आकृति .8 
2, समुच्चयों &, 8, 0 के लिए, समुच्चयों के गुणधर्मों का प्रयोग करके सिद्ध कीजिए। 
6) 8&-(४७8 ७०0०)८ (७-४8) ० (७ - 0) 
0) (# ०४8) - ९ 5 (#- 0) ०७ (8 - 0) (संकेत : > - ए > 5 / ५”) 
ध0) (8 ०8)- 858 - & 


(५) &-(8-()<5८ (8-8) ०७ (७ 00 (0 
(५) /#४ 70 (8 - () 5 (& 00 83) - (& 00 (0). 


.2 समुच्चयों के अनुप्रयोग ह 
मान लीजिए », 8 परिमित समुच्चय हैं। यदि सम %, तो 
मर ० फे) + ॥(6) + हठ) . () 


# 3 के अवयव यां तो & में है या 8 में है परन्तु दोनों में नहीं हैं क्योंकि & ७ 8 - ७ 
इसलिए तत्काल अनुसरित परिणाम ()) प्राप्त होता है। 


व्यापक रूप से यदि &, 8 परिमित समुच्चय हों, तो 
हरी ० छि) +> प[8) + मछ) - #(8 60 8) _ (2) 
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आकृति 4.9 


ध्यान दीजिए कि समुच्चय & - 3, ह 0 छ और ४8 - & असंयुक्‍त हैं और उनका सम्मिलन 
#& ५) 8 है (आकृति .9)। इसलिए 


॥(0 ५) 8) ह (७-0) + 7४६४ 0) 8) + ॥(8-2) 
< ॥(/ - 3) + ॥(0 70 छे) + ॥(8 - 6) + ॥(७ 0) 3) ८ 7(/ /) 3) 
> ॥(४) + ॥(8) - ॥(॥ 7 8) जो (2) को प्रमाणित करता हे! 
यदि &, 8 और ९ परिमित समुच्चय हैं, तो है 
॥ (0 ४8 ००) + #() + ह(8छ) + ॥(९) - ॥(७0 ८) 3) - #8 0 ९) 
- ४(१ 70 0) + ॥(& 70 8 00 (0 (3) 
अब, वास्तव में हम पाते हैं कि 


॥ 


॥ 0 ०8 ०0) ४९0) + ह([छ ० 0) -#(४ 0 फट ० 0) (2) से] 
ू ॥(/0) + ॥(8) + ॥(0) - ॥(8 0१ 0) - #(ह 7 (8 ५० ()) 
[(2) से] 

चूँकि ७ 0 8०0० .- (& 70 छे) ७» (& 6 (0) अतः 


(370 के ७ एी न ह(सी 0 5) +#2 (0 (2 ८ ॥[(6 /0 3 0 & 0 ९.) 


॥(/ 6 9) + ॥(& /0 (0) - ॥(# 0 9 /0 ९). 
इसलिए 


॥४(७ ० 3 ०९) # (0) + ॥(छ) + (0) - #(8 6 ९) - (0 0 98) 


- (0 70 ()+#॥(ह 0 5 00 ०). 
इससे (3) सिद्ध होता है। 


उदाहरण 28 यदि हु और ४५ दो ऐसे समुच्चय हैं कि # (४ ५ ४) 5 50, # (४) + 26 और 
# (४) ८ 32, # (६ /) ४) ज्ञात कीजिए 
हल सूत्र 

#ऊ एप हज) ८ मऊ) + आप) - आऊझू 0 7), 


26. गणित्त 


के प्रयोग से हम पाते हैं कि 
एज 60 ४) 5 7७) + ॥(४) - ॥(क% ७० ४) 
ू 28 + 32 - 50 5 0 
विकल्पतः, यदि #(| ७ ४) 5 £, तो 
#जर - ०) - 28 - ४, ॥(४ - ४) 5 32 - £. (वेन आरेख ।,0 से) 
अतः 50 “ # (3 ५, ४) 5 (28 - 2) + ६ + (32 - /2. 
इसलिए, ६ 0. 





आकृति .0 


उदाहरण 29 एक विद्यालय में 20 अध्यापक हैं जो गणित या भौतिकी पढ़ाते हैं। उनमें से 42 
गणित पढ़ाते है और 4 भौतिकी और गणित पढ़ाते हैं। कितने भौतिकी पढ़ाते हैं? 


हल मान लीजिए कि |७ उन अध्यापकों का समुच्चय निरूपित करता है जो गणित पढ़ाते हैं 
और 7? उन अध्यापकों का समुच्चय निरूपित करता है जो भौतिकी पढ़ाते हैं। हमें दिया है कि 
॥(/ ५५ ?) ८ 20, ॥((() 5 |2, 7(७७ ० ?) ८ 4. 

इसलिए आए) 5 वश ७ ?) - 70५) + ऋ(श/ 6 7) - 20 - [2 + 4 5 2, 

अत्त: 2 अध्यापक भौतिकी पढ़ाते हैं। 

उदाहरण 30 50 व्यक्तियों के समूह में, 35 हिन्दी बोलते हैं, 25 अग्रेजी और हिन्दी दोनों बोलते 


हैं और सभी व्यक्ति दोनों भाषाओं में से कम से कम एक भाषा बोलते हैं। कितने व्यक्ति केवल 
अंग्रेजी बोलते हैं तथा हिन्दी नहीं? कितने व्यक्ति अंग्रेजी बोलते हैं? 


हल मान लीजिए प्त हिन्दी बोलने वाले व्यक्तियों का समुच्चय तथा & अंग्रेजी बोलने वाले . 
व्यक्तियों के समुच्चय को निरूपित करता है। हमें दिया हुआ है कि ऋ(प ५» छ) < 50, 
॥त) 5 35, ॥([सत 6 8) 5 25. 


अब श्र (७ 5) 5 ॥(स) + ॥(£ - छल) 
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इसलिए 50 5 35 + ४8 - छ) 
अर्थात #(8 - हम) ८ 5 
इस प्रकार, उन व्यक्तियों की संख्या जो अंग्रेजी बोलते हैं परन्तु हिन्दी नहीं <5, 
तथा तल ७ 9) 5 शत) के झा) - शत 0 8) 
अर्थात्‌ 50 ८ 35 + ॥ (8) - 25 
इसलिए #॥(8) 5 40 ॥ 
इस प्रकार, उन व्यक्तियों की संख्या जो अंग्रेजी बोलते हैं < 40. 
उदाहरण 3 एक सर्वेक्षण में, एक स्कूल के 400 विद्यार्थियों में, ॥00 विद्यार्थी सेब का रस पीने 


वाले, और 50 विद्यार्थी संतरे का रस पीने वाले, तथा 75 विद्यार्थी सेब तथा संतरा दोनों का रस 
पीने वाले पाये गये | ज्ञात कीजिए कितने विद्यार्थी न तो सेब का रस पीते हैं और न संतरे का हीं? 


हल मान लीजिए ए सर्वेक्षण किए विद्यार्थियों के समूह को निरूपित करता है, & सेब के रस 
पीने वाले विद्यार्थियों का समुच्चय तथा छ संतरे के रस पीने वाले विद्यार्थियों के समुच्चय को 
निरूपित करता है। 


तो ॥ (0) < 400, #(७) < 00, #(8) < 50 और #॥(७ 6 8) 75 
हम ४ (४ /ध 30 ज्ञात करना चाहते हैं। 
अब ॥ (/४ 0 3) <> #॥(/ ५० 9) 


| 707) - ॥(& ५० 8) 
ने ॥(7) - ॥(8) - ॥(8) + ॥(& /) 3) 
5 400 - 00 - 50 + 75 ८ 225. 
उदाहरण 32 रसायन विज्ञान की कक्षा में 20 विद्यार्थी तथा भौतिकी की कक्षा में 30 विद्यार्थी 
हैं। निम्नलिखित स्थितियों में उन विद्यार्थियों की संख्या ज्ञात कीजिए जो या तो भौतिकी की 
कक्षा में हैं या रसायन विज्ञान की कक्षा में : 
(0) दोनों कक्षाएँ एक ही घण्टे में मिलती हैं। ह 
(0) दोनों कक्षाएँ भिन्‍न-भिन्‍न घण्टों में मिलती हैं और 0 विद्यार्थी दोनों पाठ्यक्रमों में 
पंजीकृत हैं। 
हल मान लीजिए ० रसायन विज्ञान की कक्षा के विद्यार्थियों का समुच्चय और ? भौतिकी कक्षा 
के विद्यार्थियों का समुच्चय है। दिया हुआ है कि #((0) < 20, ७(?) + 30. हमें #(( (५?) 
ज्ञात करना है 


28 _गणित्त 
(0) दोनों कक्षाएँ एक ही घण्टे में मिलती है, का अर्थ है कि 
(0. 69 7? + ९, इसलिए #(0 ७ 9?) 5 ॥(2) + ॥(?) 5८ 50. 
(0) इस स्थिति में, #(( ७ 79) ८ 0. 
इसलिए #॥(0 ७ 9) ८ ॥(0) + ॥(7) - (0 ७ ?) 5८ 50- 0 5 40 
उदाहरण 33 एक कक्षा के 25 विद्यार्थियों में से ।2 ने गणित लिया है, 8 ने गणित लिया है 
लेकिन जीवविज्ञान नहीं | उन विद्यार्थियों की संख्या ज्ञात कीजिए जिन्होनें गणित और जीवविज्ञान 


लिया है तथा उन विद्यार्थियों की भी संख्या बताइए जिन्होंने जीवविज्ञान लिया है परन्तु गणित 
नही | प्रत्येक विद्यार्थी ने या तो गणित या जीवविज्ञान या दोनों लिया है। 


हल मान लीजिए |/ उन विद्यार्थियों का समुच्चय है जिन्होंने गणित लिया है तथा 8 उन 
विद्यार्थियों का समुच्चय है जिन्होंने जीवविज्ञान लिया है। 


हमें दिया हुआ है कि #(५श) < 2, #(श - 8) - 8, #(श 8) < 25, 


अब 70५ ० 9) 5 #(५) + ॥(8 - ७). 
इसलिए 25 < [2 + 7[8 - ५), 
अतः: ॥४(8 - |) ८ 3. 


इस प्रकार, उन विद्यार्थियों की संख्या जिन्होंने जीवविज्ञान लिया है लेकिन गणित 
नहीं - 3. 
तथा ॥(/ ५५ 8) 5 म(श - 8) + ॥(७ 6 8) + #(8 - ७) 
इसलिए 25 5 8 + #(श्‌ 6 8) + !3 
अर्थात्‌. कर 6 8) + 4. 
इस प्रकार, उन विद्यार्थियों की संख्या जिन्होंने गणित और जीवविज्ञान दोनों लिए हैं - 4. 


उदाहरण 34 25 विद्यार्थियों के सर्वेक्षण से यह पाया गया कि 5 ने गणित लिया है, 2 ने 
भौतिकी ली है और ॥। ने रसायन विज्ञान लिया है। 5 ने गणित और रसायन लिए, 9 ने गणित 
और भौतिकी लिए, 4 ने भौतिकी और रसायन लिए तथा 3 ने सभी तीनों विषय लिए थे। उन 
विद्यार्थियों की संख्या बताइए जिन्होंने 6) केवल रसायन विज्ञान (॥) केवल गणित (7) केवल 
भौतिकी (५) भौतिकी और रसायन विज्ञान लेकिन गणित नहीं (ए) गणित और भौतिकी लेकिन 
रसायन विज्ञान नहीं (४) केवल एक विषय (शा) त्तीन में से कम से कम एक विषय 
(शा) तीनों विषयों में से कोई नहीं, लिए। 

हल मान लीजिए ५ उन विद्यार्थियों का समुच्चय है जिन्होंने गणित लिया है, ? उन विद्यार्थियों 
का समुच्चय है जिन्होंने भौतिकी लिया है और 0! उन विद्यार्थियों का समुच्चय है जिन्होंने रसायन 
विज्ञान लिया है। वेन आरेख .] पर विचार कीजिए | 


समुच्चय 29 





आकृति ॥.॥ 


आकृति .] में, ५, 9, ८, 4, ०, /, 8 सम्बच्चित क्षेत्रों में अवयवों की संख्या निरूपित करते हैं| 
दिये आंकड़ों से, हम पाते हैं 


॥ (५) >> 6+9+ध॑कऊ८€ (5 
॥(ए?) ८-८ऋ 828+८+८€+ऑ/| छः 2 
॥70(()  #% ४+०2+7/[+£ कू || 
#(५/१7) रस 2+८ बट ०३ 
॥7(//१() जः. ध+ ८ ७) 
॥(2/१(7) ् शक स्लःः थ4 
कआश/?/()) ८ ८ > 


इसलिए, ७ ८ 6, 4 5 2, /5!, ८ 5 4, 2 5 5, ८ 5 2. 
इस प्रकार, विभिन्‍न स्थितियों में विद्यार्थियों की संख्या निम्नवत है : 
6) 85८5 () 854 () ८ 5 2 
(५) (५) 2506 (पं) 82+6+0०0<5 [| 
(जां) 6 + 8 + ८ + ध+ € +/+ 8 5 23 
(णां)25 - (६ +क 8 + ८ + ध+ € +/[+ 8) 5 25-23 - 2. 
प्रश्नावली 4.5 


. यदि 5५ दो ऐसे समुच्चय हैं कि #() < ॥7, ॥(४) 5 23 और #॥फ ५७ ४) ८ 
॥(४ /0 ४) ज्ञात कीजिए । 


2. यदि # और ५ दो ऐसे समुच्चय हैं कि ह (/ ५ में ।8 अवयव, 5 में 8 अवयव और २ में ।5 
अवयव हैं, तो # / ९ में कितने अवयव हैं ? 


3. 400 व्यक्तियों के समूह में, 250 हिन्दी बोल सकते हैं और 200 अंग्रेजी बोल सकते हैं। कितने 
व्यक्ति हिन्दी और अंग्रेजी दोनों बोल सकते हैं? । 


जी 


6. 


40, 


गणित 


यदि 5 और "' दो समुच्चय ऐसे हैं कि $ में 2! अवयव, ' में 32 अवयव और 8 / १' में ! 
अवयव हैं तो $ ५» "' में कितने अवयव हैं? 
यदि 3): और ५ दो समुच्चय ऐसे हैं कि 5 में 40 अवयव, # ५५ ९ में 60 अवयव और # ० ए 
में ।0 अवयव हैं तो ४ में कितने अवयव हैं? 


70 व्यक्तियों के समूह में, 37 कॉफी पसंद करते हैं, 52 चाय पसंद करते हैं और प्रत्येक व्यक्ति 
दोनों पेयों में से कम से कम एक पसंद करता है। कितने कॉफी और चाय दोनों पसंद करते हैं? 
65 व्यक्तियों के समूह में, 40 क्रिकेट पसंद करते हैं, 0 क्रिकेट और टेनिस दोनों पसंद करते 
हैं। कितने केवल टेनिस पसंद करते हैं क्रिकेट नहीं? कितने टेनिस पसंद करते हैं? 


एक समिति में 50 फ्रेन्च बोलते हैं, 20 स्पेनिश बोलते हैं और 0 स्पेनिश और फ्रेन्च दोनों बोलते 
हैं। कितने दोनों भाषाओं में से कम से कम एक बोलते हैं? 

एक व्यक्तियों के समूह में, 50 अंग्रेजी और हिन्दी दोनों बोलते हैं, और 30 अंग्रेजी बोलते हैं हिन्दी 
नहीं। सभी व्यक्ति दोनों भाषाओं में से कम से कम एक भाषा बोलते हैं। कितने व्यक्ति अंग्रेजी 
बोलते हैं? 


एक सर्वेक्षण से यह पाया गया कि 2 व्यक्तियों ने उत्पाद & पसंद किया, 26 ने उत्पाद छ पसंद 
किया, और 209 ने उत्पाद 0" पसंद किया। यदि ।4 व्यक्तियों ने उत्पादों & और 8 को पसंद 
किया, 2 व्यक्तियों ने उत्पादों ' और & को पसंद किया, 4 व्यक्तियों ने उत्पादों 8 और ८ 
को पसंद किया और 8 ने सभी तीनों उत्पादों को पसंद किया। बताइए कितने व्यक्तियों ने केवल 
उत्पाद (! पसंद किया | 


00 विद्यार्थियों के सर्वेक्षण से विभिन्‍न भाषाओं का अध्ययन करने वाले विद्यार्थियों की संख्या इस 
प्रकार पायी गई : केवल अंग्रेजी ।8: अंग्रेजी लेकिन हिन्दी नहीं 23; अंग्रेजी और संस्कृत 8; 
अंग्रेजी 26; संस्कृत 48; संस्कृत और हिन्दी 8; कोई भाषा नहीं 24, तो ज्ञात कीजिए : 

(0) हिन्दी अध्ययन करने वाले कितने विद्यार्थी थे? 

(॥) अंग्रेजी और हिन्दी का अध्ययन करने वाले कितने विद्यार्थी थे? 


00 व्यक्तियों के सर्वेक्षण में यह पाया गया कि 28 पत्रिका & पढ़ते हैं, 30 पत्रिका 8 पढ़ते हैं, 
42 पत्रिका 0 पढ़ते हैं, 8 पत्रिकायें # और 8 पढ़ते हैं, 0 पत्रिकायें & और ८ पढ़ते हैं, 5 
पत्रिकायें 8 और ९ पढ़ते हैं और 3 सभी तीनों पत्रिकायें पढ़ते हैं। ज्ञात कीजिए: 

() कितने तीनों पत्रिकाओं में से कोई भी नहीं पढ़ते हैं? 

(४) कितने केवल 0 पत्रिका पढ़ते हैं? 


विविध उदाहरण 


उदाहरण 35 दिखाइए, कि “(«7५२«८४" के वर्णविन्यास के अक्षरों का समुच्चच और 
"प१७८१" के वर्णविन्यास के अक्षरों का समुच्चय समान हैं। 


समुच्चय 3। 


हल मान लीजिए कि > “(&'७२७८"ए” के अक्षरों का समुच्चय है। तब # < 
(0०.७,,७,२,७,0,7) - (2,७,7,२) | मान लीजिए ५ “[१९५४८"ए” के अक्षरों का समुच्चय है | 
तब ५ - (7२,७,(०,) - (7'२,७,() | चूँकि % का प्रत्येक अवयव ४ में है और ५ का प्रत्येक 
अवयव # में है, अतः ऋ < ५. 

उदाहरण 36 समुच्चय (-,0,) के सभी उपसमुच्चय बताइए । 


हल मान लीजिए कि & < (-,0,). & का वह.उपसमुच्चय जिसमें कोई अवयव न हो रिक्त 
समुच्चय $ है । & के एक अवयव वाले उपसमुच्चय (-), (0), ()हैं। & के दो अवयव वाले 
उप समुच्चय (-,0), (-,), (0,) हैं। * के तीन अवयव वाला उपसमुच्चय & स्वयं ही है। 
इस प्रकार, & के उपसमुच्चय $, (-), (0), (), (-,0), (-,), (0,), (-,0,) हैं। 
उदाहरण 37 सिद्ध कीजिए कि & ५५ 8 - # / 9 का अर्थ है & 5 8. 


हल अब ८ &€ ७ का अर्थ है 6 € & ०3] चूँकि ७५ ४ 8 - # 008, 6 € & 5 3. इस प्रकार, 
८ 9. इसलिए, & ८ 8. इसी प्रकार, # ८ 9 का अर्थ है ० € & ५ 8, चूँकि 
60 ५/ 8-८ & 7 3, 8 € & 70 3. इस प्रकार # € &. इसलिए, 8 ८ &. इस प्रकार, ७» < 8. 
उदाहरण 38 मान लीजिए दो समुच्चय ४, 8 है तो सिद्ध कीजिए कि (७-8) ५8 < #& 
यदि और केवल यदि 8 ८ &. 
हल मान लीजिए & - (४-8) ५ 8. तब & - (& / 8) 8. दोनों पक्षों का पूरक लेने 
पर, 0 ८: (0 ५० 8) 0 3" 5 (४ /0 8) ७ (3 0 87) 5८ (७/ 00 870। 
इस प्रकार, ७” ८ 8', इसलिए, 8 ८ #/. 
विलोमत:, मान लीजिए 8 ८ ४. तब 
(&-93)0/3- (8४ (037) ५.४8 - 83 ५/(&७/0 832) - (8 ५०७) (१ (8 ५०३७१) - ७ /ध (८ 6, 
क्योंकि 8 ८ &, & ५/ 8 5 #. 
उदाहरंण 39 सिद्ध कीजिए, यदि & ./ 8 - 0. और & 0 8 + ९, तब # - 0" - 8. 
हल हमें ज्ञात है कि 
((-8 +-> (& ५.०8) - 8- (& (० 8) 0 8/ 
त- 3 0) (& ५० 9) 
5 (3 / &) ५५ (8 00 8) 
तक. (93770 ७) ०७ ९ 
व. 3(/) 6 ८5 ४ 0) 3 
रू 2 - 3 ८ / (क्योंकि & 6 8 5 0). 


32 गणित 
उदाहरण 40 समुच्चयों ७, छ के लिए सिद्ध कीजिए : ९(७ ० 8) 5 7(७) ० ?(8), 
हल मान लीजिए % & 7(७ ० 8) | तब हज ८ ७ 5 9, अतः | ८ & और 5 ८ 8 | इसलिए, 
॥ ८ 7?(७), | €& (8) जिसका अर्थ है कि ऋ & 7(७) / ?(8). इससे 
ए(७ 0 8) ८ ९(»&) / (8). प्राप्त होता है 
मान लीजिए श & (४) 6 (8) तब ए & ?९(७) और ए & ९(8), अत: ५ ८ & और 
९ ८ 8. इसलिए, ४ ८ & ० 9 जिसका अर्थ है कि श & ?(»७/58), इससे प्राप्त होता है कि 
?९(७) 60 ?(8) ८ ?९(& /39 8), 
इसप्रकार (७ 6 8) 5८ (४) / ?(8). 
उदाहरण 4 एक बाजार अनुसंधान समूह ने 000 उपमोक्‍ताओं का सर्वेक्षण किया और सूचित 
किया कि 720 उपभोक्ताओं ने उत्पाद & पसंद किया और 450 उपभोक्ताओं ने उत्पाद 8 पसंद 
किया। उपभोक्ताओं की कम से कम क्या संख्या है जिन्होंने दोनों उत्पादों को पसंद किया? 


हल मान लीजिए सर्वेक्षित उपभोक्ताओं का समुच्चय ए है, $ उन उपभोक्ताओं का समुच्चय है 
जिन्होंने उत्पाद & पसंद किया और प' उन उपभोक्ताओं का समुच्चय है जिन्होंने उत्पाद 8 पसंद 
किया| दिया हुआ है कि ॥(0) 5 000, ॥(3) < 720, ॥(7१ < 450. 


इस प्रकार आ8 ५ 7) ८ ॥(8) + एत) - #(8 6 7) 5 70 - #($ ७ 70 
इसलिए ॥($ / 7) कम से कम है जब कि ॥($ ५ 7) अधिकतम हैं | 
लेकिन 8 »7' ८ ए का अर्थ है कि ॥(5 ५ प) ड #(ए) > 000. 
अतः #(3 ५» 7) का अधिकतम मान > 000 तथा #($ / १) का न्यूनतम मान < 70. 
अतः कम से कम उन उपभोक्ताओं की संख्या 70 है जिन्होंने दोनों उत्पादों को पसंद किया | 
उदारहण 42 500 कार मालिकों से जानकारी ली गई, तो पाया गया कि 400 कार » के 
मालिक थे और 200 कार 8 के; 50 दोनों कारों के मालिक थे। कया यह आंकड़े सत्य हैं? 


हल मान लीजिए जानकारी लिए जाने वाले मालिकों का समुच्चय 0 है, ॥४ उन व्यक्तियों का 
समुच्चय है जो कार & के मालिक हैं और $ उन व्यक्तियों का समुच्चय है जो कार 8 के 
मालिक हैं | 

दिया हुआ है कि. #(0) 5 500, #0५) - 400, ॥(5) 5 200 कात ॥($ 703 ४) - 50 
तब ॥४(७ ० /) ८ ॥(89) + #॥श) - ॥(5 6 ) - 550. 

परन्तु ७ ०५ ८ ए का अर्थ है ॥8 (५ () < #ऋ(त) 5 500. 


यह एक विरोधाभारा है इसलिए, दिये गए आंकड़े असत्य हैं ] 


समुच्चय 353 


उदाहरण 43 एक कालिज ने फूटबाल में 38 पदक, बास्केटबाल में [5 पदक और क्रिकेट में 
20 पदक पुरष्कृत किए | यदि ये पदक कुल 58 मनुष्यों को दिये गए और केवल तीन व्यक्तियों 
को तीनों खेलों में पदक मिले, बताइए कितनों ने तीन खेलों में से ठीक दो में पदक प्राप्त किए? 


हल मान लीजिए 9, 8, तथा 0: उन व्यक्तियों के समुच्चयों को निरूपित करते हैं जिन्होंने 
क्रमशः फुटबाल, बास्केटबाल और क्रिकेट में पदक प्राप्त किए। 


तब #(7) 5 38, #(3) 5 5, ॥(0) 5 20, ॥7 ५५8 ५००) - 58 तथा #(ए /) 8 /१ () > 3. 
इसलिए, #क् ०४8 ५० 00) 5 #|_) + #(8) + ॥(0) - #(छ 00 8) - # 0 0) - #8 /0 0) 
+ ॥(४ /) छ /) ९) 
का अर्थ है #क# 6 8) + #क 6 (0) + #(8 6 0) ८ 

आकृति .2 में दिए वेन आरेख पर विचार कीजिए 





आकृति 4.2 


यहाँ & उन व्यक्तियों की संख्या को निरूपित करता है जिन्होंने केवल फुटबाल और 
बास्केटबाल में पदक प्राप्त किए, & उन व्यक्तियों की संख्या को निरूपित करता है जिन्होंने 
केवल फुटबाल और क्रिकेट में पदक प्राप्त किए और ८ उन व्यक्तियों की संख्या को निरूपित 
करता है जिन्होंने केवल बास्केटबाल और क्रिकेट में पदक प्राप्त किए तथा 6 उन व्यक्तियों की 
निरूपित करता है जिन्होंने तीनों में पदक प्राप्त किए हैं : 


इसलिए 4 <#क 0 छ 0 0) -3 और 6+ 6+ 9 + २+८+ 4 > [8 


अतः 6 + 9 + ८ 5 9, जो उन व्यक्तियों की संख्या है जिन्होंने तीन खेलों में से ठीक दो 
में पदक प्राप्त किए 
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अध्याय । पर विविध प्रश्नावली 
निम्नलिखित समुच्चयों में से, कौन किसका उपसमुच्चय है, इसका निर्णय कीजिए : 
#& 5 (४ - 8५+ [2 50 को सन्तुष्ट करने वाली सभी वास्तविक संख्याएँ], 
8 - (2,4,6) 
0. - (2,4,6,8,...) 
0 +<- (6) 
सिद्ध कीजिए # ८ १ का अर्थ है #- ९ 
ज्ञात कीजिए कि निम्नलिखित में से प्रत्येक कथन सत्य है या असत्य। यदि सत्य है, तो 
सिद्ध कीजिए। यदि असत्य है, तो एक उदाहरण दीजिए। 
() यदि ७ € & और # & 8, तब ५ € 8 
(॥) यदि & ८ 8 और 8 & ९, तब & €& (' 
(॥) यदि & ८ 8 और 8 ८ (, तब & ८ ९! 
(०) यदि & & 3 और 8 ७ 0', तब & ८ ९ 
(५) यदि ५ € & और & ८ 2 3, तब ७ € 8 
(श) यदि #& ८ 8 और » & 8, तब ६ & /# 
मान लीजिए 8, & का उपसमुच्चय है और मान लीजिए 
९(७:8) > (ह ८ ९(७) | हज ० 8). 
(0) मान लीजिए 8 < (५,७) और ॥ - (५,४,०,4) | समुच्चय 7(५:8) के सभी सदस्यों 
की सूची बनाइए | 
() दिखाइए कि 7(»:९) < १५). 
मान लीजिए कि #॥, 8 और (९ ऐसे समुच्चय हैं कि & ५, 8 - & ५, ( और 
8 /ञध 35 / /0 (', तो दिखाइए कि 8 - 0. 
दिखाइए कि निम्नलिखित चार प्रतिबन्ध तुल्य हैं : 
(0) 8 ८३3 0(ं) 8- 8-0 हा) & ७8 - 8 069) # ७ 8 - «. 
दिखाइए कि यदि & ८ छ, तब 0० - 8 ८ 0 - & है। 


कल्पना कीजिए कि |(५) + ?(8) तो सिद्ध कीजिए & - 8 है। 


किन्‍्हीं दो समुच्चयों & और 8 के लिए, क्या ?(७) ५ ?(8) 5 ए(७ ५ 8) सत्य है? 
अपने उत्तर का औचित्य बताइए। 


0. 


, 


2. 
]3. 


4, 


5. 


6. 


]7. 


समुच्चय 35 


समुच्चय & और 8 के लिए, दिखाइए कि । 
6 - (8 0 8) ५ (/- 9) और & ५ (8 - 0) > # ०७ 8 


समुच्चय के गुणधर्मों का प्रयोग करके सिद्ध कीजिए। 
(।) & ५ (४ 7 3) ८ & () ४ 70 (#0 ० 58) 5 है. 


दिखाइए कि & 6७ 8 5 & ० ९! का अर्थ 8 - (" आवश्यक नहीं है। 


मान लीजिए &, 8 समुच्चय हैं। यदि किसी समुच्चय > के लिए & 6 #<>8#/#%+<0५ 
और & ५» £& - 8 ७ 5, तो सिद्ध कीजिए & - 8. 
(संकेत ;: 8-5 4 /ञध (७ ५०५), 8 - 8 0 (8 ५०४) और बंटन नियम का प्रयोग कीजिए) 


ऐसे समुच्चय &, 8 तथा ९ ज्ञात कीजिए ताकि & ० 8, & 0 0 और 8 ०७ ०. अरिक्त 
समुच्चय हों और & 6. 8 0 0! 5 0 है। 


एक विद्यालय के 600 विद्यार्थियों के सर्वेक्षण से 50 विद्यार्थी चाय पीने वाले, 225 कॉफी 
पीने वाले और 00 चाय तथा कॉफी, दोनों पीने वाले पाए गए। ज्ञात कीजिए कि कितने 
विद्यार्थी न तो चाय पीते हैं और न कॉफी | 


एक विद्यार्थियों के समूह में, 00 विद्यार्थी हिन्दी जानते हैं, 50 अंग्रेजी जानते हैं और 25 
दोनों जानते हैं। प्रत्येक विद्यार्थी या तो हिन्दी जानता है या अंग्रेजी। विद्यार्थियों के समूह 
में कुल कितने विद्यार्थी हैं? 


60 व्यक्तियों के सर्वेक्षण से यह पाया गया कि 25 व्यक्ति समाचार पत्र प्र पढ़ते हैं, 26 
समांचार पत्र "' पढ़ते हैं, 26 समाचार पत्र ॥ पढ़ते हैं, 9, [॥ और १ दोनो पढ़ते हैं, , पर और 
'' दोनों पढ़ते हैं, 8, "' और | दोनों पढ़ते हैं तथा 3 सभी तीनों समाचार पत्र पढ़ते हैं। 

(0) उन व्यक्तियों की संख्या ज्ञात कीजिए जो कम से कम एक समाचार पत्र पढ़ते हैं। 
(स्‍) उन व्यक्तियों की संख्या भी ज्ञात कीजिए जो केवल एक समाचार पत्र पढ़ते हैं। 


ऐतिहासिक पृष्ठभूमि 


जर्मन गणितज्ञ जार्ज कैन्टर (5९०४ (८2०) (845--]98 ई.) को समुच्चय के 
आधुनिक सिद्धान्त के अधिकांश भाग का जन्मदाता समझा जाता है। समुच्चय सिद्धान्त पर 
उनके शोध पत्र 874 ई. से 897 ई. के मध्य प्रकाश में आये। उनका समुच्चय सिद्धान्त 
का अध्ययन उस समय प्रगंट हुआ जब वह द|झ्राए + 6/भ2% + धशाउ + ... के रूप 
की त्रिकोणमितीय श्रेणी का अध्ययन कर रहे थे। उनका एक शोध पत्र 874 ई. में 
प्रकाशित हुआ कि वास्तविक संख्याओं के समुच्चय को पूर्णाकों के साथ एक-एक संगतता 
में नहीं रखा जा सकता है। 879 के उत्तरार्द्ध में अमूर्त (७४74०) समुच्चयों के विभिन्‍न 
गुणधर्मों को दिखाते हुए उनके अनेक शोधपत्र प्रकाशित हुए | 
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कैन्टर के शोधकार्य को एक दूसरे विख्यात गणितज्ञ रिचर्ड डेडीकाइन्ड (शाताबत 
00090) (83।-96 ई.) ने प्रशंसनीय ढंग से स्वीकार किया। लेकिन क्रोनेकर 
(07000: (80-893 ई.) ने अनन्त प्मुच्चयों को परिमित समुच्चयों के ढंग से 
लेने के लिए उनकी भर्त्सना की। एक दूसरे जर्मन गणितज्ञ गौटलौब फ्रेज (50000 
|7९(०) नें शताब्वी की समाप्ति पर समुच्चय सिद्धान्त को तर्क के सिद्धान्त के रूप में 
प्रस्तुत किया। उस समय तक सम्पूर्ण समुच्चय सिद्धान्त सभी समुच्चयों के समुच्चय के 
अस्तित्व की कल्पना पर आधारित था। यह विख्यात अंग्रेज दार्शनिक बर्टेण्ड रसल 
(80था0 रेप७७) (872-90 ई) थे जिन्होंने 902 ई. में दिखाया कि सभी 
समुच्चयों के समुच्चय के अस्तित्व की कल्पना एक विरोधाभास को जन्म देती है। इससे 
विख्यात रसल का पैराडॉक्स प्राप्त होता है। पाल आर, हाल्मोस (श्र ए. प्ा08) 
अपनी पुस्तक एध४४ $७ 7॥60% में यह लिखते हैं कि “कुछ नहीं में सब कुछ है" 


रसल पैराडॉक्स की सरलता और सीधापन ()०८७७5४) के बोध से फ्रेज या' 


: दुन्‍्टर द्वारा प्रस्तावित समुच्चय सिद्धान्त पर आधारित मूल गणित नष्ट होता प्रतीत होने 


लगा। 


रसल का प्रैराडॉक्स ही अकेला नहीं था जो समुच्चय सिद्धान्त में आया। अनेक 
गणितज्ञों और तर्कशास्त्रियों ने बाद में अनेक पैराडॉक्स प्रस्तुत किये। इन सभी पैराडॉक्सों 
के परिणाम स्वरूप समुच्चय का पहला अभिगृहीतिकरण 908 ई० में अर्नस्त जेर्मेलो 
द्वारा प्रकाशित किया गया। 922 ई० में अव्राहम फ्रेन्केल ने एक दूसरा प्रस्ताव भी दिया। 
925 ई० में जात वोन न्यूमेन ने नियमतीकरण का अभिगृहदीत स्पष्ट रूप से प्रस्तुत 
किया। तत्पश्चात ॥937 ई० में पाल वर्नेंस ने अत्यधिक संतोषजनक अभिगृहीतिकरण 
प्रस्तुत किया। इन अभिगृहीतों में सुधार कुर्ट गोडेल ने 940 ई० में अपने मोनोग्राफ में 
किया। जिसे वोन न्यूमेन-वर्नेंस (४५४) या गोडेल वर्नेस-सिद्धान्त कहा जाता था। 

इन सभी कठिनाइयों के बावजूद, कैन्टर के समुच्चय सिद्धान्त को वर्तमान गणित में 


प्रयोग किया जाता है| वास्तव में, आजकल गणित के अधिकतर परिणामों और संकल्पनाओं 
को समुच्चय की भाषा में प्रस्तुत किया जाता है। । 


संबंध 
एव 
(एत,ा00७ 0७ ।एएएछशा0छ|... ४ 


2.। भूमिका 


अपने दैनिक जीवन में, हम बहुत से संबंधों को जानते हैं जैसे पिता और पुत्र, भाई और बहन, 
अध्यापक और विद्यार्थी का इत्यादि। गणित में भी हमें कुछ ऐसे संबंध मिलते हैं, जैसे () ४, 8 
का उपसमुच्यय है, (() रेखा ॥ रेखा # के समान्तर है, (9) संख्या #%, संख्या # से छोटी है। इन 
सभी सम्बंधों में हम देखते हैं कि वस्तुओं का युग्म निश्चित क्रम में होता है। इस अध्याय में हम 
गणितीय संबंधों और फलनों के विषय में अध्ययन करेंगे। 

2.2 समुच्चयों का कार्तीय ((थ7७कंभा) गुणन 


भान लीजिए &, 8 दो समुच्चय हैं। यदि ८ € 4, 9४ € 8 तब (०, 9) एक कमित युग्म (6/वं४०० 
/#4/) निरुषित करता है। जिसका प्रथम घटक ४ और द्वितीय .घटक ०४ है। दो क्रमित युग्म 
(4, 9) और (०, 0) समान कहलायेंगे यदि और केवल यदि ८ न और 0 - 0. 


एक क्रमित युग्म (6, 9) के कोष्ठक में अवयव 6 तथा ४ जिस क्रम में हैं, वह महत्वपूर्ण है| 
इस प्रकार यदि 6 # ४, तो (०, 0) और (७, ८) दो भिन्‍न क्रमित युग्म हैं तथा एक क्रमित युग्म 
(८, 9) और समुच्चय (०, 2)एक समान नहीं हैं। 


परिभाषा ० ८ ७ , ० € 8 अवयवों के सभी क्रमित युग्मों (6, 9) का समुच्चय, समुच्चयों & और 
8 का कार्त्तीय गुणन (टक्घाए्शंधः 72/०4४८) कहलाता है और इसे & » 9 द्वारा निरूपित किया 
जाता है। इस प्रकार, 


22 8+- ((6, 00): 6 ८ 8, 2 € 8). 
मान लीजिए ॥ - (4,,०)), 8 5 (9,,0,,0५). 8058 के अवयवों को लिखने के लिए, 6, € & 
लीजिए और 8 के सभी अवयवों को ०| के साथ लिखिए, अर्थात्‌ (6, 9), (४|, 2,), (४५, 23) ! अंब 
०, ६ & लीजिए और 98 के सभी अवयवों को 6, के साथ लिखिए, अर्थात्‌ (७,, 2,), (४५, 0), (4), 9) | 
अतः & १६8 में छ: अवयव नामतः (|, 9,), (8॥, 8.), (4, 84), (०५, 9]), (4,, 8), (4,, 85) होंगे। 
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टिप्पणी 
() 
(॥) 
(॥) 
(५) 


(५) 
(५) 


यदि &- 0 या 8 5 ९, तो & >८ 39 5 ९ 
यदि & #५ और 58%, तो & » 8 #0 इस प्रकार, & 2८8 & 0 यदि और केवल यदि 
0 # 9 और 8 #%, तथा & ३६8 # 3 २ & 
यदि समुच्चय # में # अवयव हैं और समुच्चय 8 में # अवयव हैं तो & »< 8 में ऋ॥ 
अवयव हैं| 
यदि # और 98 अरिक्त समुच्चय हैं और या तो & या 8 अन्नत समुच्चय हों तो & ८ 8 
अनन्त समुच्चय होगा। 
यदि & - 8, तब & »८ 8 को / द्वारा व्यक्त किया जाता है। 
हम क्रमित त्रिकों (00००० ॥7[॥०४५) को भी इसी प्रकार परिभाषित कर सकते हैं। यदि 
#,3,0 तीन समुच्चय हैं, तब (४,४ ,0), जहाँ 66 ७, 8 € 8, ८ € 0, एक क्रमित त्रिक 
कहलाता है। समुच्चयों ७.8 और ( का कार्त्तीय गुणणन ७3 >८ ९८ [(,४,८) : 
०६6 ४, 8 € 8, ८ ८ 0) के रूप में परिभाषित किया जाता है। एक क्रमित-युग्म और 
क्रमित त्रिक को क्रमश: 2- टपिल तथा 3- टपिल भी कहा जाता है। व्यापक रूप में, 
यदि |, 8, ..., ७, ॥ समुच्चय हों, तब (6,,०५,..., ०,) की #-टपिल कहते हैं जहाँ 
०६ 0५ , 5 ), 2, .... ४ और ऐसी सभी #-टपिल के समुच्चय को ४ , &,, ..., 4, का 
कार्चीय गुणन कहा जाता है। इसे & |» ७,» ...« ७, से निरूपित किया जाता है। इस 
प्रकार, 

4२42 २ ... २९ है, 5 [व], 42, ७ 4,) :०0/ 6 ७, , | 45 ४). 


उदाहरण 4 , और » ज्ञात कीजिए यदि (+ 2, 4) 5 (5, 2:+ »). 
हल क्रमित युग्मों के समान होने की परिभाषा से 


कटे 5 () 
20+)> # 4 | (2) 


(!) और (2) को हल करने पर, हम पाते हैं »< 3, #<-2. 


उदाहरण 2 मान लीजिए 8 - (!, 2, 3), 8 5 (4, 5), & ५:38 और 8 » & ज्ञात कीजिए और 
दिखाइए कि & 8 8) & 


हल 
और 


82 9 5 ((, 4), (, 5), (2, 4), (2, 5), (3, 4), (3, 5)) 
8 & / 5 ((4, [), (4, 2), (4, 3), (5, ), (5, 2), (5, 3)) 
(, 4) 6 8» 8 और (], 4) €& 8:८७ इसलिए &&«8#833/. 


संबंध एवं फलन 39 


उदाहरण 3 मान लीजिए & 5 (, 2, 3), 8 - (3,4), (१ - (4,5,6]. निम्न 


ज्ञात कीजिए 
(0) ७0» (83/0 () 0) (& >< 8) /0 (७ *< ()) 
(॥) ७»८(8 ०९) (५) (&>» 8) ५.० (७ » () 


हल (6) 8/0०- (4). इसलिए, & » (8 00 0) 5 ((, 4), (2, 4), (3, 4)) 
(9) & » 8 > ((, 3), (, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 3), (3, 4)) 
और & » 0" + ((, 4), (, 5), (, 6), (2, 4), (2, 5), (2, 6), (3, 4), (3, 5), (3, 6)) 
इसलिए, (& »८ 8) /0 (७ » () - ((, 4), (2, 4), (3, 4)): 
(॥) 8 ००- (3, 4, 5, 6), इसलिए 
& »६ (8 ५/ 0) - ((, 3), (।, 4), (!, 5), (, 6), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (2, 6), (3, 3), 
(3, 4), (3, 5), (3, 6)) 
(6५) (60) से हम देखते हैं कि 
(& » 8) ० (७१ (0) - ((, 3),(, 4),(, 5),(, 6), (2, 3),(2, 4), (2, 5), (2, 6), 
(3, 3), (3, 4), (3, 5), (3, 6)) 
हम यह भी प्राप्त करते हैं कि 
2 »< (3 /) () ८ (& » 3) /0) (७ » () 
और 6 ६ (3 ५, 00) ५ (0८8) ५/ (8 »८ (0). 


उदाहरण 4 मान लीजिए # और 8 दो समुच्चय ऐसे हैं कि #(७) ८ 5 और #(8) 5 2. यदि 
(|, 2), (4५, 3), (4., 2), (4,, 3), (4५, 2), 8» 8 में हैं और |, 6५, 45, 6, और ८८ भिन्‍न-भिन्‍न 
हैं, तो & और 8 ज्ञात कीजिए | 


हल चूँकि 6], 42, 43, 4, 45 ६ & और 7(0) 53, 30 ८ [६ [७ 495 43, 4,, 6६ ) तथा 2, 3 € 8 और 
॥४(3) - 2, इसलिए 8 ८ (2,3] 


उदाहरण 5 यदि ४, 8 दो अरिक्त समुच्चय ऐसे हैं कि & 8-8 » 4, दिखाइए कि ७ - 8. 


हल मान लीजिए ०6 & & चूँकि 8 # ९, ४ € छ का अस्तित्व है। अब (6, 0) € & ८8 -< 8 ९ & 
इस प्रकार ८ € 8 इसलिए, » का प्रत्येक अवयव 8 में है। हम पाते हैं & ८ 8।| इसी प्रकार, 
8८ 4& है। अत: 8 > 3 


प्रश्नावली 2.] 
. » और » ज्ञात कीजिए, यदि (25, »+ 9) 5 (6, 2) 


2. मान लीजिए & - (०, 8, ०), 8 5 (४, 4), निम्न ज्ञात कीजिए 
() >> 3 (6) 8+>. (6) &> ४ (0५) 8» 79. 


ना 
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3, मान लीजिए & > (,2,3), 8 > (2,3,4) और ० - (4,5). निम्न सत्यापित कीजिए 
() ७» (3/३ 00) 5 (8 » 8) 00 (80% ९) 
() ७५४ (8 "/0)- (७ » 8) ५ (8 » ९) 
4. मान लीजिए & - [।,2,3), 8 - (4) और 0> (5) है। निम्न सत्यापित कीजिए 
0) ७»(8५७०0)-(७»४8) ०७ (७ » ९) 
() ७४ (3-0): (8 » 8) - (0 ९) 
5, मान लीजिए & - (,2,3,4) है तथा 85 ((4, 0:4८ », 2 € », ८ , ? को विभाजित करता है), 
तो $ को स्पष्ट रूप से लिखिए। 
6, मान लीजिए & - (,2), 8 - (3,4) है। & » छे के सभी उपसमुच्चय लिखिए | 


7. मान लीजिए # और 8 दो ऐसे समुच्चय हैं कि ॥(») ८ 3 , #(8) 5 2 यदि (६, ), (५, 2), (०, !), 
& 2८8 में हैं, तो & और 98 ज्ञात कीजिए जहाँ », », £ भिन्‍न-भिन्‍न अवयव हैं| 


8. मान लीजिए & - [(,2), 8 5 (!,2,3,4), ० 5 (5,6), 0 5 (5,6,7,8) सत्यापित कीजिए कि 
/ १ (१! ८ 3 % 2 ह 


9. मान लीजिए ४ एक ऐसा अरिक्त समुच्चय है कि 83 - » 2८९ है, तो दिखाइए कि 850 
१0. कार्त्तीय गुणनफल # »< & में 9 अवयव हैं जिनमें (-, 0) और (0, !) भी पाये गये | समुच्चय & तथा 
#& » & के शेष अवयवों को ज्ञात कीजिए | 
2.3 संबंध 
इस अनुभाग में, दो समुच्चयों के बीच में संबंधों का अध्ययन करेंगे। हम » से 8 में संबंध 
को निम्न प्रकार से परिभाषित करेंगे : 


परिभाषा 2 मान लीजिए & और 8 दो समुच्चय हैं| & से 8 में संबंध & ५८8 का एक उपसमुच्चय 
होता है। 


मान लीजिए » से ४ में १ एक संबंध है | यदि (७, 9) ८ (२ है तो हम कहते हैं कि 6 और ४ में 
ए संबंध है या 6, १ के सापेक्ष & से संबंधित है। हम (८ ,७) & ए को दर भी लिखते हैं। उन सभी 
अवयवों ८6 & का समुच्चय जबकि किसी 9 & 8 के लिए (७, ४) &€ ९ हो, ए का प्रान्त या 
डोमेन (४०७८४) कहलाता है | इस प्रकार, ए का प्रांत - (६८ #& : (4, ४) € ए किसी ४ € 8 के लिए) 
इसी प्रकार २ का परिसर - (०७८ 8: (०, ४) € ९, किसी ०८ & के लिए] द्वारा परिभाषित होता है 
जो 8 का उपसमुच्चय है |8 को ए का सह प्रान्त (८०-ब०कवांए) कहते हैं | 


है यदि समुच्चय # का स्वयं से संबंध हो तो ए को & पर संबंध कहा जाता है। इस स्थिति 
« हि, & * | 5४ का उपसमुच्चय है। कल्पना कीजिए ए, & से 8 में एक संबंध है। यदि 


छ 0, तब २ रिक्त संबंध (#४७ #८०४०४) कहलाता है। यदि ॥१ - & 3८ 8 » तब ३२ सार्वत्रिक 
सबंध (॥#एश५तां #शंवांका) कहलाता है। 


दल 


संबंध एवं फलन 4॥ 


उदाहरण 6 मान लीजिए & - (|, 2, 3, 4, 5), 8 > (2, 4, 6, 8, [0) हैं। मान लीजिए 
0९ ((६, 9) : ८ € ७, ४ € 3, ०, # को विभाजित करता है) & और 8 में संबंध है। ॥२ ज्ञात 
कीजिए | दिखाइए कि [ का प्रान्त & है और (९ का परिसर छ है। 


हल 7२-5८ ((,2), (,4), (,6), (।,8), (,0), (2, 2), (2,4), (2,6), (2,8), (2,!0), (3,6), 
(4,4), (4,8), (5,0)). ॥२ का प्रान्त 5 (,2,3,4,5) - & क्योंकि (,2), (2,4), (3,6), (4,8), 
(5,0) ८ 7९ और ॥२ का परिसर - (2,4,6,8,0) ८ 8 है क्योंकि (,2), (2, 2), (2,4), (3,6), 
(4,8), (5,0) € २ 


उदाहरण 7 मान लीजिए प्राकृत संख्याओं के समुच्च्य [ध पर संबंध ९, ०+ 30 - 2 से परिभाषित 
है। निम्न ज्ञात कीजिए, 

() ऐि, 

(॥) ९ का प्रान्त और 

(0) ॥ का परिसर | 
हल 06) ६ - ([(७, 9) : 4 € ४, ४ € ४, ०+ 39 - !2] 

5 (9, ), (6, 2), (3, 3)) 

यहाँ, हम ४5 , 2 और 3 लेते हैं। जब 9 > 3 तब 6, 0 या ऋणात्मक होता है जो संभव नहीं है। 

(0) ४ का प्रान्त - (9, 6, 3) 

(॥) १ का परिसर - (, 2, 3) 


उदाहरण 8 मान लीजिए 

/ै + (3, 5), छे > (7, ) है तथा संबंध 7२ - ((०, 9) : ८ € &, 9 € 8, ८-9 विषम है) | 
दिखाइए कि २, » से 8 में रिक्त संबंध है। 
हल चूँकि (3-7),( 3-4), (5-7), (5-) विषम संख्याएँ नहीं है, एक रिक्त संबंध है। 


समुच्चय & से समुच्चय 8 में संबंध को हम तीर आरेख (॥॥०७ तांबष्ठाक्षा) द्वारा प्रदर्शित 
कर सकते हैं। मान लीजिए & - (,2,3), 8 + (4,5) तो & से ४ में संबंध 7२ - ((2,4), (2,5), 
(3,5)), आकृति 2.] के अनुसार प्रदर्शित किया जायेगा। 


कर 
| 


आकृति 2. 
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हम [१ को सारणिक रूप में निम्न प्रकार भी प्रदर्शित कर सकते हैं : 











यहाँ, इस प्रचलन का अनुसरण करेंगे कि यदि (७ ,७) ८ 7९, तो हम | लिखते हैं और यदि 
(०, 0) €& र, हम 0 लिखते हैं। 


चूँकि (,4) £ 7९, हम | रखने वाली पंक्ति और 4 रखने वाले स्तम्भ में 0 लिखते हैं चूँकि 
(2.4) €८ १९, हम 2 रखने वाली पंक्ति और 4 रखने वाले स्तम्भ में । लिखते हैं। आरेख के अन्य 
सदस्यों के लिए भी इसी प्रकार की व्याख्या प्रभावी है। ह 

समुच्चय & से समुच्चय 8 में संबंधों की संख्या & »८ 8 के उपसमुच्चयों की संख्या है। 
उदाहरण 9 मान लीजिए & - (,2), 8 5 (3,4), « से 8 में संबंधों की संख्या ज्ञात कीजिए । 
हल & »< 8 ८ ((,3), (,4), (2,3), (2.4) ). 

चूँकि (५ »८8) 4, 4 »८ 8 के उपसमुच्चयों की संख्या 24 है। इसलिए & से 8 में संबंधों 
की संख्या 6 है। 

प्रश्नावली 2.2 


4. मान लीजिए & 5 [,2,3,4), 8 > (५, », 2) है | मान लीजिए & से 8 में संबंध २ < ((, .0), (, 2), 
(3, 0), (4, »)) से परिभाषित है। २ के प्रान्त तथा परिसर ज्ञात कीजिए। 


2. प्रश्न। में संबंध १ का त्तीर आरेख खींचिए। 
3. प्रश्न | में ? को सारणी रूप में प्रदर्शित कीजिए | 


4, मान लीजिए # - (,2,3,4,6) है। मान लीजिए & पर संबंध ॥९ ८ ((७,9) ; ८८ ७, 8 € », ०, 
को विभाजित करता है) से परिभाषित है। ज्ञात कीजिए 6) 7२, 6) २ का प्रान्त, (॥) २ का परिसर | 


5. मान लीजिए 7 पर संबंध २, ध२७ यदि और केवल यदि ४ - ७ एक समपूर्णाक है, से परिभाषित है। 
ज्ञात कीजिए 6) 9 (॥) १ का प्रान्त, (॥) 7? का परिसर। 


6, मान लीजिए 7 पर ए संबंध ए- ((४ ,७) ; 4६८ 7, 8 € 7, ४? - #/]से परिभाषित हैं। ज्ञात कीजिए 
() २ (॥) ९ का प्राच्त, (॥) 7? का परिसर | 


संबंध एवं फलन 43 

4. संबंध ए का प्रान्त तथा परिसर ज्ञात कीजिए यदि ह 

0 < ((४+ ], + 5) :» 6 (0, ।, 2, 3, 4, 5)) से परिभाषित है। 
8, संबंध 7 का प्रान्त तथा परिसर ज्ञात कीजिए जहाँ 

8 - ((४, »)) : », 0 से कम एक अभाज्य संख्या है] 
9, निम्नलिखित संबंधों के प्रान्त एवं परिसर ज्ञात कीजिए : 

() ((], 2), (।, 4), (, 6), (, 8) ) 

(0). (७,)) : 8 ऐ, » € 'र और +/5 0) 

(0) (७, 9): € 'ि, ४ < 5, ,/ 5 3) 

(०). (७, ») : 95 ४- [, ४ € 2 और [6 < 3] 


0, मान लीजिए & - (, 2) है। & पर सभी संबंधों को सूचीबद्ध कीजिए । 
]7. मान लीजिए & - (», », 2), 3 5 [, 2) हैं। 6 से 8 में संबंधों की संख्या ज्ञात कीजिए । 
2.4 फलन (#प्रालाणा&) 


इस अनुभाग में हम विशिष्ट प्रकार के संबंध का अध्ययन करेंगे, जिसे फलन (एप्रालांणा) 
कहते हैं। अंग्रेजी शब्द “#घा०४०” एक लैटिन शब्द, जिसका अर्थ 'संक्रिया', से व्युत्पन्न है| 
इस प्रकार, जब हम एक दिए धन पूर्णांक » को दुगना करते हैं, हम सोचते हैं कि एक पूर्णाक 
» पर एक सम पूर्णांक 2£ पाने के लिए संक्रिया की गई है। इसलिए, हम फलन को एक नियम 
के रूप में देखते हैं, जिससे कुछ दी हुई संख्याओं से नयी संख्याएँ उत्पन्न होती हैं। फलन को 
निरूपित करने के लिए अनेक पद जैसे 'प्रतिचित्र' (089), 'प्रतिचित्रण' (7०8) का प्रयोग 
करते हैं| हम विभिन्‍न प्रकार के फलनों यथा एकैकी (07०-0-0॥०), आच्छादक (०॥0), तत्समक 
फलन (कशाएए 'प्राढांणा) और अचर फलन (एठाश्नक्रा। प्राणंणा) का अध्ययन करेंगे। 


परिभाषा 3 फलन / एक अरिक्त समुच्चय & से एक अरिक्त समुच्चय 8 में एक संबंध है यदि 
/ का प्रान्‍्त & है और / के दो क्रमित युग्मों में प्रथण अवयव एक समान नहीं हैं। दूसरे शब्दों 
में, समुच्चय & से समुच्चय 8 में एक फलन/, समुच्चय & से समुच्चय 8 में एक संबंध है यदि 
प्रत्येक अवयव ०७6 & के लिए अद्वितीय ४ € 8 का अस्तित्व है ताकि (०,8) & / है। 

यदि # & से 8 में फलन है, तब हम लिखतें हैं कि (6,०) € / या (0-४ जहाँ 6 € & 
9 € 8, ४ को / के अन्तर्गत & का प्रतिबिम्बः कहते हैं और & को # के अन्तर्गत 9 का पूर्व 
प्रतिबिम्बः कहते हैं। फलन & से 8 को /: & -> 8 से निरूपित करते हैं। 


परिभाषा 4 यदि / & से 8 में एक फलन है, तब # का परिसर (#(८४) : ८ ८ &)है। इसे /(«) 
से भी निरूपित किया जाता है | 
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उदाहरण 0 मान लीजिए & - (,2,3), 8 5 (4,5) तथा /- ((,4), (,5), (2,4), (3,5)) क्‍या 
6 से 8 में एक फलन है? 

हल चूँकि / में दो क्रमित युग्म ((,4) और (,5) में पहला अवयव एक समान है, अतः |, & से 
9 में फलन नहीं है| 

उदाहरण ] मान लीजिए # - (,2,3]), 8 - (4,5) और /- ((2,4), (3,5)) हैं। क्या | & से 8 
में फलन है? ह 

हल /,० से 8 में एक संबंध है और / का प्रान्त (2, 3) है जो & नहीं है। इसलिए /, से 8 
में फलन नहीं है। किन्तु ॥ ७ 5 (2, 3) से 8 में फलन है। 

उदाहरण 2 मान लीजिए / प्राकृत संख्याओं के समुच्चय ४ पर एक संबंध है, तथा 
/ 5 [(॥, 37): # & ) से परिभाषित है। क्या / ४ से (४ में फलन है? यदि ऐसा है तो / का 
परिसर ज्ञात कीजिए | 


हल चूँकि प्रत्येक # € ९ के लिए, एक अद्वितीय ऋ 6 ९ का ऐसा अस्तित्व है कि 
(४, 30) € /| इसलिए, / एक फलन है। / का परिसर (/(४) :४ ८ ४)- (3४ :# € 'व !है। 





उदाहरण 43 मान लीजिए / ८ | | आओ] | न श र से ॥ में एक फलन है। 7 का परिसर 
नैज 
ज्ञात कीजिए | 








2 
ट 
ढ्र्यै। 


0 22 


हल स्पष्टत: /: ॥ -+> 8 एक फलन है जहाँ ॥५) < | “5 है।मान लीजिए ५ - 
ह ++ ह 


कल फ्ि ॥। चूँकि 
* इस प्रकार ४४» (+४2) इसलिए, +* ([-)) - » का अर्थ है कि 5४ गा चूँकि £ € २, 
न्द >20 और ]-/#0 है। इस प्रकार, »> 0, »/#] और (]-9) > 0 हैं। 


इस प्रकार, 05% <] हैं। इसलिए, / का परिसर 5 [५ / (0) 705ए<]) 


परिभाषा 5 फलन /: ॥ -> 8 का आलेख & 345 में बिन्दुओं (6, /(४)) का समुच्चय है जहाँ ८८ 2. 
हम निम्नलिखित उदाहरणों द्वारा फलन के आलेख की संकल्पना प्रस्तुत करते हैं : 
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उदाहरण 44 / : छ -> ॥१, /(0 - 2£+ 3 से परिभाषित एक फलन का आलेख खींचिए | 
| 3 के लिएं . 
हल /<(७७2%+3) :>€« १), ४८ 73 ५0, , -3 के लिएं हम क्रमशः / (0-0, 3, 5, -3 पाते 


हैं। हम कुछ बिन्दुओं को जैसे (- वर , 0), (0,3), (,5), (-3,-3) चिन्हित करते हैं। हम देखते 
हैं कि ये बिन्दु रेखा ४» 5 2, + 3 पर स्थित हैं। इसलिए, # का तल में आलेख आकृति 2.2 में 
दर्शाया गया है। 


6 





आकृति 2.2 
ऐसा फलन रैखिक फलन कहलाता है । 





उदाहरण 5 # : ए -> 7९, 7() < |» | से परिभाषित फलन का आलेख खींचिए | 
हल हम जानते हैं कि यह फलन 


। >, ४20 के लिए 
४ (०) ८ के 
-<४, ४< 0 के लिए 
द्वारा भी लिखा जा सकता है। 
हम देखते हैं कि बिन्दु (७, 70), ४2 0 
के लिए रेखा >»-5< पर होते हैं और बिन्दु 
(६ (४), 2 < 0 के लिए रेखा 9 - » पर 
होते हैं। 
/ का आलेख आकृति 2.3 में दर्शाया 2 रे 
गया है. यह फलन निरपेक्ष मान फलन | 
(३98०७ शाप ाएाणा) कहलाता है | ता आकृति 2.3 
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उदाहरण 6 / : ९ -> 7२, //) - [.], जहाँ » एक वास्तविक संख्या है, से परिभाषित फलन का 
ग्राफ खींचिये। प्रतीक |.(] का अर्थ # के बराबर या » से कम सबसे बड़ा पूर्णांक है। इस प्रकार, 
[2.3] > 2, [4.] 5 4, [-3.3] - -4, [2] - 2 और [0.99] - 0, हैं। 
हल फलन के आलेख में (५,[०)) के रूप के सभी क्रमित युग्म होंगे। [४] की परिभाषा से, हम 
देख सकते हैं कि 

- <४<0 के लिए [४] 5 -! 

0<छ<[] के लिए [7] 50 

।<४<2 के लिए [४] - ! 

2<४<3 के लिए [/] 52 और इसी प्रकार, इत्यादि। 


-3 < ५ <4 के लिए /(ध) 5 ४) का आलेख आकृति 2.4 में दिखाया गया है। 





आकृति 2.4 


ध्यान दीजिए कि गहरे बिन्दु दर्शाते हैं कि बिन्दु सम्मिलत है और बृत दर्शाते हैं कि बिन्दु 
सम्मिलित नहीं है| 


यह फलन /(») 5 [.], सबसे बड़ा पुर्णाक फलन कहलाता है। 
परिभाषा 6 यदि दो फलन /: ७ -> 8 और ४: & -> 8 ऐसे हों कि सभी ८ के लिये / (४) 5 &(८) 
है तो ऐसे फलन समान फलन कहलाते हैं। इस स्थिति में, हम /- & लिखते हैं। #/और ४ के 


: समान होने के लिए, यह ध्यान देना होगा कि /और & का प्रान्त एक समान होने चाहिए और 
प्रान्त के प्रत्येक बिन्दु के लिए / और & का मान एक समान हो । 
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उदाहरण १7 मान लीजिए #: ए -(2) -२? है, /(७) < जय द्वारा परिभाषित है और 


8 : २-२१, 2(४) -४+ 2 से परिभाषित हैं। बताइए कि /+-& है या नहीं। 


हल चूँकि / का प्रान्त ए -(2) और & का प्रान्त ए है। इसलिए /#& ४ है। यद्यपि सभी 
<६ २-(2) के लिए /(ध) - ४ (0) है। 


परिभाषा 7 फलन /: & -) 8, आच्छादक (०॥०) फलन कहलाता है यदि / का परिसर 9 है। 
दूसरे शब्दों में, यदि प्रत्येक & ८ 8 के लिए, कम से कम एक ५६ & का अस्तित्व है ताकि 


(4) > ४, तो / एक आच्छादक फलन है। एक आच्छादक फलन को आच्छादी फलन 
(577०८॥५४ (८४०॥) भी कहते हैं| 


मान लीजिए 4 - (७, ८,, ०५), 8 5 [0,, 2, ) 
तब /: & -> 8 (आकृति 2.5 में प्रदर्शित) एक आच्छादक फलन या आच्छादी फलन है| 





आच्छादी फलन 


आकृति 2.5 
उदाहरण 8 मान लीजिए & - [ ,2,3), 8 5 (4,5) तथा / 
दिखाइए कि / & से 8 में, एक आच्छादक फलन है। 


हल चूँकि/ का प्रान्त & है और / में कोई दो क्रमित युग्मों के प्रथम घटक एक समान नहीं है, 
/ एक फलन है तथा / का परिसर (4,5 ) है। इसलिए, /; & -, 8, एक आच्छादक फलन है। 


उदाहरण 9 मान लीजिए /: [४ -> (९, ७०) 5 3४ से परिभाषित है। दिखाइए कि / एक 
आच्छादक फलन नहीं है। 


5 [(,4), (2,5), (3,5)) है। 


हल /का परिसर (%:# ६८ [९ ) है जो प नहीं है। इसलिए, / एक आच्छादक फलन नहीं है। 
परिभाषा 8 एक फलन/: # -) 8 एकैकी (०४८-१०-००४८) कहलाता है यदि सभी 4, 42 € ४ के 
लिए / (4) 5 (०,) से 554, प्राप्त हो। विकल्पतः, /: & -+ 8 एकैकी है यदि & में ०२ 4, 
है तब /(०,) #./(०,) है। एकैकी फलन को एकैक फलन (#धट#)७ /772£४०४) भी कहते हैं। 
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मान लीजिए ॥ + (6|,4/,4५-०,), 3 5 [6,92,07,0/5) | पबे/: / रे 5, (आकृति 2.6 में 
प्रदर्शित) एकैकी या एकैंक फलन है। 





एकैकी फलन 


आकृति 2.6 हे 
उदाहरण 20 मान लीजिए /: ॥ -> 7९, / () +» द्वारा परिभाषित है। कया / एकैकी है ? 
हल ध्यान दीजिए कि ।#- जबकि /(!) 5 - /(-) है। अतः / एकैकी नहीं है। 


तथापि, यदि #: ॥९* -> 7९, /(() -« द्वारा परिभाषित है तो / एकैकी है क्योंकि / (४) -/ 0) 
से प्राप्त होता है +*- 72 | इसलिए ५> » क्योंकि », » € ॥१* | 


उदाहरण 2] मान लीजिए & > (, 2, 3), 8 + (4, 5, 6, 7), और & से 8 में /- ((, 4), 
(2, 5), (3, 6)) एक फलन है| दिखाइए कि / »& से 8 में एकैकी फलन है। 


हल यहाँ ॥)-4, /(2)-5, /(3)-6 हैं। इस प्रकार, ७ के विभिन्‍न अवयवों का 7 के अन्तर्गत 
8 में विभिन्‍न प्रतिबिम्ब हैं) इस प्रकार, / एकैकी फलन है। 


परिभाषा 9 एक फलन/: & -> 8 जो एकैकी और आच्छादक दोनों हैं, एकैकी एंव आच्छादक 
फलन (#००॥०९ #कट/०0) कहलाता है। 


मान लीजिए & + (|, 4५, 43), 3 5 (0), 2), 24) | 
मान लीजिए /: & -> 8 आकृति 2.7 द्वारा परिभाषित है। 
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एकैकी आच्छादक फलन 
आकृति 2.7 
तब #/ एकैकी आच्छादक फलन है। 


उदाहरण 22 मान लीजिए /: 7 -> 7, / (४) - -£ द्वारा परिभाषित है | दिखाइए कि/ एक एकैकी 
आच्छादक फलन है| 


हल हम देखते हैं कि /(४) -/(#) से #८# प्राप्त है। इस प्रकार, # 5॥# हैं | इसलिए, / एकैकी 
है| पुनः किसी # € 2 के लिए -# € 2 का अस्तित्व है और /(-॥) 5४ है। इस प्रकार, [ 
आच्छादक भी है। अतः / एक एकैकी आच्छादक फलन है। 


टिप्पणी मान लीजिए /: & -+> 8 एक फलन है और &, 8 परिमित समुच्चय हैं। तब 
0) यदि /# एकैकी है, तब #(») < # (8) है। 
(0) यदि / आच्छादक है, तब #(8) < # (५) है। 
(7) यदि # एकैकी और आच्छादक दोनों है, तब #(७) ८ #(9) है। 


परिभाषा 0 यदि /: & -+ 8 ऐसा फलन हो ताकि सभी 6६6 & के लिए, /(४) 5 », (9, 8 का 
एक निश्चित अवयव है) तब / एक अचर फलन (८काशंका ##2४०४) कहलाता है| अचर फलन 
का परिसर एकल समुच्चय (४) है। 


एक अचर फलन को आकृति 2.8 में दर्शाया गया है। 


50. गणित 


अचर फलन 

आकृति 2.8 
परिभाषा ]] यदि /#: & -> »# ऐसा फलन हो ताकि प्रत्येक 4८ ८ ७ के लिए /(८) + ५, है तो / 
तत्समक फलन (ब७#/9 ##८४०४) कहलाता है। इसे [, या सरलतम रूप ] से निरूपित 


किया जाता है। स्पष्टतः तत्समक फलन एकैकी और आच्छादक दोनों है। तत्समक फलन के 
लिए, प्रान्त, सह प्रान्‍्नत और परिसर एक समान हैं। 


उदाहरण 23 निम्नाकित में प्रत्येक में बताइए कि कौन सा फलन आच्छांदक, एकैकी या एकैकी 
आच्छादक है। अपने उत्तर का औचित्य भी दीजिए। 
() /:8 -> 7, /(४0 5 3 - 4% से परिभाषित है। 


(69 /:8-> ४, /(४0 5+-४ से परिभाषित है। 
स् यदि # विषम है| 

(0) /: ४-२, र्ण (१) 
5. यदि # सम है। 

से परिभाषित है। 
हल (0) हम देखते हैं कि /(४) 5/ 0) से 3-4६४<3 -49 प्राप्त होता है। इस प्रकार, & 5 » 
है। इसलिए, / एकैकी है। दिया है कि » € ए, न्यू ८ 7 इस प्रकार हैं कि 
रे | >3-4 पर ऐः » है। इस प्रकार, / आच्छादक है। अत: / एक एकैकी आच्छादक 
फलन है।.. ० ६ 
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(॥) ,- ८ २ लीजिए प्रत्यक्षतः। #-, लेकिन /(।) - /(-)- 2 है। इस प्रकार / एकैकी 
नहीं है। यदि / आच्छादक है, तो 0८ ॥२ का अर्थ है कि » ६ ॥१ का एक ऐसा अस्तित्व हो ताकि 
/(७)<८0 है। इस प्रकार, | +»? -0 प्राप्त होता है इसलिए ४१--, » € १, जो कि सत्य नहीं 
है। अतः / आच्छादक नहीं है। 


(॥) 3,4 € (४ लीजिए । प्रत्यक्षतः 3 &4, लेकिन / (3) - /(4) - 2 है | इस प्रकार, / एकैकी नहीं 
है। इसलिए / एकंकी आच्छादक नहीं है। ध्यान दीजिए /() - , / (3) - 2, ..., / (2#-) ५ # 
इत्यादि | इसलिए, / का परिसर | है। अतः / आच्छादक है । 


. 


प्रश्नावली 2.3 


निम्नाकित संबंधों में से कौन फलन हैं? कारण बताइये।| यदि यह एक फलन है तो इसका प्रान्त 
तथा परिसर बताइए। 

0). ((2,), (5,), (8,), (,), (4,), (7,)) 

(0). ((2,), (4,2), (6,3), (8,4), (0,5), (2,6), (4,7)) 

60) ((0,0), (,), (,-), (4,2), (4,-2), (9,3), (9,-3), (6,4), (6,-4)) 

(0५) ((,2), (,3), (2,5)) 

(० ((2,), (3,), (5,2)) 

(शं) ((,2), (2,2), (3,2)) 


निम्नाकिंत फलनों के प्रान्त एवं परिसर ज्ञात कीजिए : 


का । 
(0) चित | दाप्म्ल] .. (9) (७-४) :> € 7] 


(॥) हि ब9-क 9-४ | € ४ (५) | न | >€ 7, | गे! 


निम्नलिखित फलनों का आलेख खींचिए : 
(0 7: ४ -> 7२ ऐसा है कि / (४) - 4 - 2४ 
(४) /: ए -> 7२ ऐसा है कि /(४) 5 ४-2! 








मान लीजिए |: 72 -> 2, ४ : 2 -> 2 फलन हैं जो /- [(9,#72) : #८7)), 6८ [(0, ॥2:# € 7) 
से परिभाषित हैं| दिखाइए कि /< & 

ज्ञात कीजिए, निम्नलिखित में से कौन से फलन #: ॥ -3 ॥? आच्छादक हैं : 

0) #[05-%+] . (6) एेचऊ (0) /00 5४ + ». 

, यदि » परिमेय है। 


गज आपस |! न मा 
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ज्ञात कीजिए प्रश्न 5 के प्रतिचित्रणों में से कौन एकैकी हैं ? 


. ज्ञात कीजिए यदि नीचे दिये गये फलन एकैकी हैं 


0) भारत के प्रत्येक प्रदेश की राजधानी नियत है। 
(॥) पृथ्वी के प्रत्येक व्यक्ति के लिए एक संख्या नियत है जो उसकी ऊँचाई के संगत्त है। 
(7) विश्व के प्रत्येक देश की राजधानी का आक्षांश एवं देशान्तर नियत है। 


. मान लीजिए & - (-, 0, ) और /> (५५१) : ४ € 8] है। दिखाइए कि 7: -> & न तो 


एककी है और न ही आच्छादक | 


मान लीजिए & और 8 दो समुच्चय हैं। दिखाइए कि /: & » 8 -> 3 » #& इस प्रकार कि 
/ (4. 2) 5 (9, ध), एक एकैकी आच्छादक फलन है। 


- मान लीजिए /; & -> 8 एकैकी ऐसा फलन है कि / का परिसर (४] है| & के अवयवों की संख्या 


ज्ञात कीजिए । 


2.5 फलनों का संयोजन (0०राए०न्नावणा ० एपाटांगा3) 


इस अनुभाग में हम दो फलनों के संयोजन का अध्ययन करेंगे व्युत्कतमणीय (07०96) 


फलन की संकल्पना और फलन के प्रतिलोम (॥9०8०) का भी अध्ययन करेंगे | हम निम्नलिखित 
परिभाषा से प्रारम्म करते हैं। 


परिभाषा 2 मान लीजिए &,8,८ तीन समुच्चय हैं| मान लीजिए /: ७ -+8, 8: 8-5 ०: दो 
फलन हैं। यहाँ हमने / के सह प्रान्त को ४ का प्रान्त लिया है। एक फलन &०/: ॥ -39 0" ऐसा 
परिभाषित कीजिए ताकि सभी 4 & » के लिए (४०/)(४) 5 ४(/(०)) है। चूँकि /(ध) € 8 
४(/(०)) € 0 है। इस प्रकार से प्राप्त फलन &०/ को / और & का संयोजन कहा जाता है। इसे 
आकृति 2.9 में दिखाए आरेख द्वारा प्रदर्शित किया जा सकता है। 





॒ आकृति 2.9 


उदाहरण 24 मान लीजिए & - (,2,3), 8 - (4,5), 0 (5,6) हैं। मान लीजिए /: & -> 8, 
& ; फे रे ०, /() 5 4, / (2) 5 5, /(3) 5 4, & (4) 5 5, ४ (5) - 6 द्वारा परिभाषित हैं। 
8० 4 -> 0 ज्ञात कीजिए। 
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हल (8०)(॥) 5 80(॥)) 5 8(4) ८ 5 
(82)(2) 5 8((2)) 5 8(5) 5 6 
(४०)(3) 5 80(3)) 5 &(4) 5 5 

इस प्रकार, ६०/- ((,5), (2,6), (3,5)), & से 0: में एक फलन है। 


उदाहरण 25 मान लीजिए #: ४४ -> 7२, /0) 5 2: -3 द्वारा परिभाषित है और &: ॥ -> 8, 


8(>) > ््ज द्वारा परिभाषित है। दिखाइए कि /४४-१, > (रण 


3 3 
हल ((०8)00 >7(४00) 5 (जा न ् ] 3>> 





और (४०७0 5 &(/ (0) 5 &(2:-3) 2, 2,828. 


इसलिए, 7& जय च्हरण 
यहां ध्यान देने योग्य है कि &०/ केवल तभी परिभाषित है जब & के प्रान्त में / का परिसर 
निहित है। व्यापक रूप से, यदि 2०7 परिभाषित है तो /०४ परिभाषित नहीं भी हो सकता है। 


यद्यपि /8४ तथा &०/ दोनों परिभाषित हों फिर भी वे समान नहीं हो सकते हैं। इसे निम्नलिखित 
उदाहरण में देखा जा सकता है। 


“उदाहरण 26 मान लीजिए कि /: ऐ -> 8, & : छ -# 7२, /0) 5 >2+3%+, 8(०0 5 2-3 से 
परिभाषित हैं | /०€ तथा रण ज्ञात कीजिए | 
हल (०8४)(0 5 /8(0) 5 /25-3) 5 (2%-3)? + 3(2%-3) + । 5 4/2-6/+] 
(22) (5) 5 800४) 5 2(४2 + 35 +) ८ 2(:४7+3४+) - 3 5 272+65-] 
अतः ०६ # हर्ण 
उदाहरण 27 मान लीजिए |: ७ -> 8, 8: 8 -> ८ दो फलन है। यदि / 8 दोनों एकैकी हैं। 
दिखाइए कि ४० भी एकैकी फलन है। 


हल मान लीजिए 5», » € & तथा (४०)(०0 - (82)0) तब &80)) 5 809)) है। क्‍योंकि & 
एकैकी है इसलिए /) -/() है। पुनः क्योंकि /भी एकैकी है अत्त: ४ > है इस प्रकार, 8 
एकैकी है। 


उदाहरण 28 मान लीजिए /: & -> 8, ४ : 8 -> & दो फलन ऐसे हैं ताकि ४०/८१, दिखाइए 
कि एकैकी है और & आच्छादक फलन है। 


हल मान लीजिए / (0 5/ 0), ». € ७, तब ४(/ (0) 5 ४(/0))। इस प्रकार, (४०/)(0 < 
(४०/)0) से प्राप्त है 55» क्योंकि ४०/5१, है। इसलिए, / एकैकी है। मान लीजिए ८6४, तब 
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/(७)-४ € 8 अब 2(0) ० ४(/(७)) + (०7) (४) 5० है | इस प्रकार, 8, & के अन्तर्गत & का पूर्व 
प्रतिबिम्ब है| इसलिए, ? आच्छादक है। 


परिभाषा 3 मान लीजिए /: & -+ 8 एक फलन है। यदि €: 8 -२ | एक ऐसे फलन का 
अस्तित्व है कि ०४ «६, 2०/-।,, तब/ व्युत्तमणीय फलन कहलाता है और 8. का प्रतिलोम 
(॥ए९४७९) कहलाता है। हम & को /7' लिखते हैं। उदाहरणतः मान लीजिए /: 8 -? 

नव का 
/.)-20+3 से परिभाषित है। तब & : ॥ -> ९, 8(७) ८ लता द्वारा परिभाषित फलन / का 
प्रतिलोम है। 


उदाहरण 29 यदि /: & -+ 8 एकैकी और आच्छादक है, तब / एक व्युत्क्रमणीय फलन है। 


हल मान लीजिए ७ & 8. चूँकि / आच्छादक है, ८ ८ & का अस्तित्व है कि (६) «० है। चूँकि 
। एकैकी भी है, प्रत्येक # € 8 के लिए 6 अद्वितीय ज्ञात किया जाता है। फलन & : 8 -रे ०, 
2४(७) ० द्वारा परिभाषित कीजिए जहाँ प्रत्येक 9 के लिए, (५)5४ है। अतः सभी 9 € 8 के लिए, 
(०४)४) 5 / (2(0)) 5/ (४) ५ 9 है। इसलिए, /०8 ६ सभी 6 ४ के लिए (&० )() ८ 
३(/(७)) 5 ४(७) 5४ से ४०/- , प्राप्त होता है। इसके अनुसार, /एक व्युत्कमणीय फलन है। 
इस परिणाम का विलोम भी सत्य है। 

उदाहरण 30 यदि /: & -> 8 एक व्युत्कमणीय फलन है, तब/ एकैकी और आच्छादक है। 
हल चूँकि /: # -> 8 एक व्ुत्क्णीय फलन है, एक फलन & : 8 -> & का ऐसा अस्तित्व है 
कि ४८/ 5 |,, 72४ 5॥;. मान लीजिए /(0-5 /(0). तब ४(/ ७0 5 &(/ (0). इस प्रकार, 
(४०/)०) 5 (४०/)(७). इसलिए, ४» क्योंकि ४०/ <,. इस प्रकार / एकैकी है। मान लीजिए 
0 € 3 है, तब ४(०) € ४. मान लीजिए ४५0) 5 6. इस प्रकार, /(४(७)) 5/ (५) है. अतः 
(/०४)(४) 5/(४)। लेकिन 6 >॥, है। इसलिए ४ 5/().इस प्रकार, / आच्छादक है | 


उदाहरण 3 मान लीजिए / : ॥४ -> 7९, /(0 5 3:+ 2 से परिभाषित, है। दिखाइए कि / 
व्युत्क्रमणीय है | /7! : 8 -> ए, ज्ञात कीजिए। 


हल हम दर्शाते है कि / एकैकी आच्छादक है। मान लीजिए /(0 5./0) है। इसलिए, 
30+2-39५+ 2, से प्राप्त होता है कि 55» | इसलिए / एकँकी है। मान लीजिए » & ॥२, तब 
» का पूर्व प्रतिबिम्ब दा - न € २, है। अत: / आच्छादक है| इसलिए, / व्युत्क्रमणीय है। इसलिए, 
8:7२-> ४ का अस्तित्व है ताकि &०/ - ६. इसलिए, सभी » € 7१ के लिए, (४०')(७) >>. इस 


प्रकार, ((/(५)) 5» का अर्थ है कि ९(3४+ 2) 55. मान लीजिए ५5 3/:+ 2. तब 8९४) ्स्य 
और ४ 57. 
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प्रश्नावली 2.4 


मान लीजिए &- (3,4,5,6), 58 + (3,|4,5,6) और (१ - (23,24,25) है | मान लीजिए /#: & -> 8 
और ४ : 8 -> ९०, क्रमशः /< ((3,3), (4,4), (5,5), (6,6)) और & ८ ((3,23), (4,23), - 
. (]5,24), (6,25)] द्वारा परिभाषित है तो ४०/: & -> ० ज्ञात कीजिए | 


, मान लीजिए कि & - (,2,3,4) तथा /< (५), (2,), (3,3), (4,2)) और 8 > ((,3), (2,), 
(3,2), (4,4)) है। ज्ञात कीजिए ()/722.. (006०. (7 ण 


, मान लीजिए कि /: ४ -> 7९, /) 5 ४ - 3.+ 2 से परिभाषित है तो ॥ए: ४ -> ए ज्ञात कीजिए | 


मान लीजिए कि # 8 : ३ -> 7, /.0 ८»? + 3५: + ।, ४(०) 5 2.53 द्वारा परिभाषित हैं, तो ज्ञात 
कीजिए : 


(0). ०8 (ती). 8र्ण (9). रण (9५) 8०६. 


. मान लीजिए कि / :7२ -> 7९, /() 5«४+ | द्वारा तथा & : ॥ -> 7९, ४(४) > »४- | से परिभाषित 
हैं, तो दिखाइए कि #08 ८ 8र्ण ८ प्‌ 


मान लीजिए कि सभी # € 2 के लिए, क्रमशः #॥: 7 -> 2? और 8 ; 7 -> 7, /(0) 5८ 38, तथा 
हा , यदि #,3 का गुणक है| 


& (0) 
0, यदि 3 का गुणक नहीं है। 


द्वारा परिभाषित हैं। तो दिखाइए कि &०/- , और ०४ # 7.. 


मान लीजिए कि #: ९ -> 7? और & ; २ -> 7२, क्रमशः / (05. और 8(0 ->»+ ! द्वारा परिभाषित 
हैंतो दिखाइए कि &०/# ०६. 


यदि /: ७ -> 8, & : 8 -+> 0 आच्छादक फलन हैं | दिखाइए कि ४०# एक आच्छादक फलन है । 
मान लीजिए कि /: & -> 8 और & : 8 -> &, /०28 > 75 को संतुष्ट करते हैं। दिखाइए कि | 
आच्छादक है और ४ एकैकी है। 

. मान लीजिए कि /: ए -3 7९, /(0) 5 3४-7 द्वारा परिभाषित है। दिखाइए कि / व्युत्क्रमणीय है। 
#7 : 7 -> 7९ ज्ञात कीजिए | 


2.6 प्रविआधारी संक्रियाएँ (छा॥9"ए 0फश-४7॥075) 


हम पहले ही संख्याओं के योग और गुणन की संक्रियाएँ, समुच्चयों के सम्मिलन और 


सर्वनिष्ठ की संक्रियाएं तथा दो फलनों के संयोजन की संक्रिया पढ़ चुके हैं। इससे हम 
निम्नलिखित परिभाषा की ओर अग्रसर होते हैं। 
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परिभाषा 4 मान लीजिए & एक अरिक्त समुच्चय है। & पर एक द्विआधारी संक्रिया * & » & 
से & में फलन है। «८ ४, ४ € & के लिए+ (५, »)) लिखने के स्थान पर, हम ४*» लिखते हैं | 
दूसरे शब्दों में, » पर एक द्विआधारी संक्रिया '» एक नियम है जो एक युग्म ५,» € / के संगत 
एक और अवयव %ऋ*» € & नियत करती है। 2 में योग '+', 2 पर एक द्विआधारी संक्रिया है। 
इसी प्रकार, 7 में गुणा '.", 2 पर एक द्विआधारी संक्रिया है। किन्तु प्राकृत संख्याओं के समुच्चय 
धर में घटाव '-', ५ पर द्विआधारी संक्रिया नहीं है जैसे 3 ८ (3, 7 ८ (४ लेकिन 3-7 & [, 

यदि समुच्चय & पर “' एक द्विआधारी संक्रिया है, तो हम यह भी कहते हैं कि », *» के 
सापेक्ष संवृत (८0४९०) है। विषम पूर्णांकों का समुच्चय 0, पूर्णाकों के जोड़ के सापेक्ष संवृत नहीं 
है जैसे । € 0, 3 € 0 लेकिन +3 & 0. 

यदि “»' & पर एक द्विआधारी संक्रिया है, तब (&, ») समुंच्चय & द्विआधारी संक्रिया '! 
के साथ निरूपित करता है। (७, ») पर विचार कीजिए | 


परिभाषा 5 (&, ») साहचर्य कहलाती है यदि सभी >»,५,० € ४ के लिए, (४०७)*० ८ 2* (१००) 
परिभाषा 6 (४, ») क्रमविनिमय कहलाती है यदि सभी »,» € ४ के लिए, कछ$> ८ एऋ 


7 पर द्विआधारी संक्रिया योग '+' साहचर्य और क्रम विनिमेय दोनों है। किन्तु 2, पर 
द्विआधारी संक्रिया “-' न तो साहचर्य है और न ही क्रम विनिमेय है, जैसे (3-2) -] # 3 - (2-) 
और 3 -- 2 # 2 - 3. 


उदाहरण 32 मान लीजिए & एक से अधिक अवयवों का समुच्चय है। मान लीजिए “,' एक 
द्विआधारी संक्रिया ६७ < 6, ०, 2 € 6 से परिभाषित है। क्या (७, ») साहचर्य या क्रम विनिमय है? 
हल चूँकि & में एक से अधिक अवयव हैं, मान लीजिए 6,9 € 4, 6 # ४ है। त्तब ८०४ + 6, #ध ८9 
अतः ०७४ # /*6 है | इसलिए, (&, ») क्रम विनिमय नहीं है |यद्यपि सभी 6, 2, ० € & के लिए, 
(क0) *2 + धश्ट ८ ८ और 06% (9#८) ८ ८०० ८ 4 से प्राप्त होता है कि सभी 6, 9, ८ € के लिए 
(ध*४०) *2 ८ ८* (#+*८), इसलिए (४, ») साहचर्य है। 
उदाहरण 33 मान लीजिए, प्राकृत संख्याओं के समुच्चय || पर एक द्विआधारी संक्रिया *” इस 
प्रकार परिभाषित है कि 4 * 8 5 ८”, ८, ? € ९. क्‍या (४, ») साहचर्य या क्रम विनिमय है ? 
हल हम देखते हैं कि : 

(252) «3 < 22५3 ८ 453 ८ 43 - 64 
और 2% (2#3) + 2*23 -- 2+8 ८ 27 - 256 
इसलिए, (५, ») साहचर्य नहीं है। 
तथा 203 < 20 - 8 और 3४2 ८ 32 - 9. 
इसलिए, (४, *) क्रमविनिमय भी नहीं है। 
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परिभाषा 7 (४, ») पर विचार कीजिए | यदि ० € & का ऐसा अस्तित्व है ताकि सभी ८८ & के 
लिए ००९ 5 ० > थ हो, तब ० को & का तत्समक अवयव (वंश्शधाए शंशक्रणा) कहते हैं| 

यदि ८, ४ & &, (७, ») के तत्समक अवयव है, तब ८९४ - ८” क्योंकि ४ एक तत्समक 
अवयव है और ८९४“ - ८ क्योंकि ” एक तत्समक अवयव है। इस प्रकार, ० ८ “| इसलिए, 
(७, ») में तत्समक अवयव, का यदि अस्तित्व है, तो वह अद्वितीय है। 


उदाहरण 34 0 पर द्विआधारी संक्रिया “»” इस प्रकार परिभाषित है कि 6७४ ८ ६+ 9 - 48, ८, 
26 0 तो (0, ») का तत्समक अवयव ज्ञात कीजिए। 


हल मान लीजिए कि ० & 0, (0, ») का एक तत्समक अवयव है। तब सभी ८ & 0 के लिए, 
4०८ - ४ से प्राप्त होता है कि सभी ०८ (00 के लिए, 6+ ०- ००5 ६८. अतः सभी 6८ 0 के लिए 
०९(]-4) <& 0, इसलिए, 2८८0०. अब, सभी 4६८ 0 के लिए, 6०0-०+ 0+ 4.0 5 4 तथा फ 
0+०-०.0>- ८ है। इसलिए, (0, ») का '0' एक तत्समक अवयव है। 


उदाहरण 35 दिखाइए कि उदाहरण 32 में («, ») का कोई तत्समक अवयव नहीं है। 


हल मान लीजिए ४ 6 ४, (७, *) का एक तत्समक अवयव है तथा & में ० (&८2) कोई अवयव 
हैं। तब » की परिभाषा से ८«८ ७ ८. लेकिन ८, (&, ») का एक तत्समक अवयव है जिसका अर्थ 
है कि ०६-०८ #८ है। इस प्रकार (#, ») का कोई तत्समक अवयव नहीं है।' 


परिभाषा 8 मान लीजिए कि (७, ») का एक तत्समक अवयब ८ है। तथा ०८ 4 है। तब 6& एक 
व्युत्तमणीय अवयव (#ए९7४9० ४४॥४४) कहलाता है यदि #& € & का एक ऐसा अस्तित्व हो 
ताकि ०6६8 ८ € ८ #*ध, अवयव & को 6 का प्रतिलोम (डाश्श 5८) कहते हैं। 


यदि 98, ० & ७, 6 € & के प्रतिलोम अवयव हैं, तब 9 + 6*€ ८ 8 (6८2) ८ (#"द) बट ८ 
९०८ ८ | यदि (#, ») साहचर्य है तो & €« का प्रतिलोम अद्वितीय रूप से ज्ञात होता है। इसको 
८ से निरूपित किया जाता है।. 


यदि (&, ») साहचर्य और & व्युत्क्रमणीय है, तब (८)/ 5 6 अर्थात्‌, एक अवयव के 
प्रतिलोम का प्रतिलोम स्वयं अवयव है, जब कभी (#, ») साहचर्य है। 
उदाहरण 36 उदाहरण उ4 में, (0, ») के कौन से अवयव प्रतिलोगी हैं ? ह 
हल मान लीजिए कि 4८ 0 व्ुत्क्रणीय है। तब 6 € 0 का अस्तित्व है ताकि 6६ ८ 0. 


इसलिए ८+ 9-८४ > 0 से प्राप्त है, ४ - किया अतः यदि ८#] हो तब 6 का प्रतिलोम का 
है तथा  € 0 का प्रतिलोम नहीं है क्योंकि यदि ४, ! का प्रतिलोम है, तब « 9 - 0 से प्राप्त 
है ।+ 9 - #» 0. इसलिए, -0 जो कि सम्भव नहीं है। इसलिए, । को छोड़कर, प्रत्येक अवयव 


4 € 0 का प्रतिलोम है| 


58 गणित 


एक द्विआधारी संक्रिया को एक सारणी के रूप में लिखना कभी-कभी सुविधाजनक हो 
जाता है| मान लीजिए » पर “» एक द्विआधारी संक्रिया है जो क्र ८4, 909 + 9, 4*9 < 8, 
9०० > 4 से परिभाषित है| तब & पर परिभाषित द्विआधारी संक्रिया को एक सारणी के रुप में 
निम्नप्रकार से लिखा जा सकता है : 








उदाहरण 37 मान लीजिए # - 0 » 0. मान लीजिए & पर “»' एक द्विआधारी संक्रिया है जो 
इस प्रकार परिभाषित है : 
(ध, 0) * (८, 0) 5८ (४८, 60 + 08) 

तब 

(0) (»,») का तत्समक अवयव ज्ञात कीजिए। 

(0) (#,») का व्युत्कतमणीय अवयव ज्ञात कीजिए। 
हल () मान लीजिए कि (४, ») का तत्समक अवयव (५, ) है। तब सभी ८८ 0, ० ८ 0 के 
लिए, (७, 9) * (४, 9) 5 (9, ४). इसलिए (670, 6५ + 8) 5 (०, 8) जिससे से प्राप्त है 4४ - ८, 
4५+2<-9. अतः सभी 66 0 के लिए, ८४-८4, 4५0०0. ८८ | लीजिए, तब ४८], »50 हैं। 
अब सभी ४6 0, ० € 0 के लिए, (०, ४) * (,0) 5 (६, 2) तथा (, 0) + (6, 9) 5 (०, (.७+ 0) 
- (6, 9). इस प्रकार (,0), & का एक तत्समक अवयव है। 
(॥) मान लीजिए कि (७, 9) € & व्युत्कमणीय है। तब (०, ४) ८ & का अस्तित्व है ताकि 
(4, 0) * (८, ४) 5 (,0) 5 (८, 4) » (6, 0). इस प्रकार, (4८, 4४ + ०) + (,0), जिससे प्राप्त होता 


है 60- ६, धर्ध + ० 5 0. इसलिए, यदि ८#0, ८< पर , धै८+- 2 यह आसानी से देखा जा 
धर न 


] -४ रे 
सकता है किद प्र) (४,०)5 ((,0) है। इस प्रकार (4,०) ' नम यदि 6८0 है तब 


(0,/) व्युत्क्रमणीय नहीं है क्योंकि यदि (0,/) व्युत्क्रमणीय है तो (८, ८४) « & का ऐसा अस्तित्व है 
ताकि (0,9) * (८, 4) 5 (!,0)। इसलिए (0) - (!,0), जो कि अमान्य है। इस प्रकार & के 


अवयव (०, /) व्युत्क्रमणीय हैं, ६& 0 और (58,४) - हर 2 | ४ 
च्पचध 
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प्रश्नावली 2.5 


. मान लीजिए कि (५ पर एक द्विआधारीय संक्रिया '” इस प्रकार है कि 
कन्ठ ८ (2.8. (ध, 2), 6, 2 € ' 
(6) 2«4, 3०5, ।»6 ज्ञात कीजिए। 
(9) क्‍या (६, ») साहचर्य है? 
(9४) क्‍या (६, ») क्रमविनिमेय है? 
6५) (४५, ») का तत्समक अवयव ज्ञात कीजिए । 
(५) (६५, ») के कौन से अवयव व्युत्क्रमणीय हैं? उनको ज्ञात कीजिए | 


2. माना कि 0 पर एक द्विआधारीय संक्रिया »” परिभाषित है। बताइए कौन सी द्विआधारीय संक्रियाएँ 
क्रम विनिमेय हैं? ः 
().. #9<६-282, 6,2 € 0 
() ८ ८2+ ४9? , 6,9 € 0 
(ता) ७८० + ०89, 6,2 € (५ 
(9). ०*9 5 (4-9) , 6,9 € 0 
3. माना कि 0 पर एक द्विआधारीय संक्रिया '» परिभाषित है। बताइए कौन सी द्विआधारीय संक्रियाएँ 
साहचर्य हैं? 
(). ७? ८5 ६-02, 6, 2 (0 


(7). कफ + टः ०, 0 € 0 
(7) 4०४95<८<6-#7+ 60, 6,9 € ७0 
(५) 0०0 -< ०6092 , 6,9 € 0 
4. मान लीजिए कि & - ९३८४ तथा & पर एक द्विआधारीय संक्रिया '", (6, 8) * (०, ४) ८ (८८, ४४) 
से परिभाषित है। दिखाइए कि (0) («, ») साहचर्य है, (॥) (&, ») क्रम विनिमेय है। 


5, मान लीजिए कि ७&-]९)८४ , तथा & पर एक द्विआधारीय संक्रिया *०, (6,9) * (८,4) ८ (ध+८,४+चें) 
से परिभाषित है। दिखाइए कि 6) (&, ») साहचर्य है, (॥) (७, ») क्रम विनिमेय है, (॥) (#, ») का 
तत्समक अवयव यदि कोई है, तो ज्ञात कीजिए 


6. मान लीजिए कि &-|५०८४, तथा & पर एक द्विआधारीय संक्रिया “?, (6,9) * (2,४) ८ (०८४+#८, 9४) 
से परिभाषित है। दिखाइए कि 0) (&, ») साहचर्य है। (॥) (७, )) का कोई तत्समक अवयव नहीं 
है, () क्या (&, ») क्रम विनिमेय है? 

विविध उदाहरण 


उदाहरण 38 मान लीजिए कि 0 से 0 में एक सम्बन्ध, (९ - ((०,०) : 6, 2 € 0 और 
4-४ ८ 7. ) परिभाषित है| दिखाइए कि 6) सभी 6८6 0 के लिए, (64) € 7, तो) (0) & २ 
से (/,०) € २ प्राप्त है ॥) (७,०) ८ 7, (9,८2) € ३ से (6,८) ८ २ प्राप्त है। 


60. गणित 


हल (0) चूँकि 4-०85-06 2 सभी 6६ 0 के लिए, अतः (#, 4) ८ ९. 
(॥) (७,०) ८ २ का अर्थ है कि 6-9 ८ 2. इस प्रकार 9-46 2, इसलिए (७, ८) 6 7२. 
() (०, 9) € ए , (0, 0) & ए का अर्थ है (४घ- 29) € 7, (४-८०) € 2. इस प्रकार 
6-८- (6-9) + (0-८) € 2 इसलिए (०, ८) € 7२. 


उदाहरण 39 मान लीजिए कि /- ((,[), (2,3), (0.-), (-,-3)), 2 से 2. में एक फलन कोई 
पूर्णाक 6, ७ के लिए /(४) 5 ००+ £ से परिभाषित है तो ५, 8 ज्ञात कीजिए । 


हल (,) 6 / का अर्थ है /(।) 5 और (2, 3) 6 # का अर्थ है /(2) ८3. इस प्रकार, 
ध४+ 95] और 26+ # 53. इसलिए, ४८52 और # --. तब ध्यान दीजिए कि 
/ (0) 5 -, /(-) ८-3. 


उदाहरण 40 मान लीजिए कि 4 एक परिमित समुच्चय है। यदि /: & -> & एकैकी है तो 
दिखाइए कि # आच्छादक है। ह 


हल मान लीजिए कि ॥ - (०, ८.. .... 4,) है | चूँकि / एकैकी है, /(व,), /(4,), .... # (१,)+ 
/& के भिन्‍न-भिन्‍न अवयव हैं। इस प्रकार, & 5 [/ (व), / (५५), ..... /(५,)). मान लीजिए 
2 € ४. तब किसी । के लिए ४5/(०,), | 5 7 < #. इसलिए # आच्छादक है। 

उदाहरण 4] मान लीजिए कि # दो धन पूर्णाकों का एक समुच्चय है| तथा /: & -> 2 एक 
फलन / (७) 5७ से परिभाषित है जहाँ 9,/ का सब से बड़ा अभाज्य गुणनखण्ड है। मान लीजिए 
कि / का परिसर - (3). # को ज्ञात कीजिए | क्‍या & अद्वितीय रूप से निर्धारित हो जाता है? 
हल मान लीजिए कि ॥ ८ (0,॥/). तब /(7) 53 -/ (॥) है क्योंकि / का परिसर - (3) है। तब 
॥ को 3 और # को 6 लिया जा सकता है। इसलिए, & (3, 6) तथा # को 9 और # को [2 
भी लिया जा सकता है। इस प्रकार, & ८ (9, [2), अतः & अद्वितीय रूप से निर्धारित नहीं है। 
उदाहरण 42 मान लीजिए कि, /: ४ ५» (0) -> ४ ५ (0), 

7॥+ |, यदि # सम है। हे 
/ (४) ८ 
7-!, यदि # विषम है। 
से परिभाषित है तो दिखाइए कि / एकैकी आच्छादिक है। 


हल मान लीजिए कि / ए) <# (४). स्थिति 60)», ४ दोनों सम हैं, तब ॥+ ] 577+ | से प्राप्त 
है ॥-॥, स्थिति (४) ॥, # दोनों विषम हैं, तब ॥-] >॥४-] से प्राप्त है # < ॥. स्थिति (॥0) # सम 
है, # विषम है, तब /(#) विषम है, और /(#) सम है, इस प्रकार / (0) & 7 (0). प्रत्येक स्थिति में, 
/#) 5 (0 से प्राप्त है कि ॥5 79, इस प्रकार, / एकैकी है। अब सभी ॥ ८6 ४ के लिए, 
/(2॥)<20+ |, /(27+ |)-2॥ है। इस प्रकार / आच्छादक है। अतः / एकैकी आच्छादक फलन है | 


संबंध एवं फलन 6। 
उदाहरण 43 मान लीजिए कि & 5 (,2). & से & तक सभी एकैकी फलन ज्ञात कीजिए | 


हल मान लीजिए /: # -> 8, एक, एकैकी फलन है। तब /() के दो ही विकल्प हैं, नामतः | 
या 2. इस प्रकार 7/(7)- | या /(१) 5 2. यदि /() + , तो 7/(2) - 2 होगा क्योंकि # एकैकी 
है| यदि /() 5 2, तो / (2)  ।. इस प्रकार, & से & तक दो एकैकी फलन /( 5 [,. 
/(2)52 और ४() 5 2, ४(2) - | परिभाषित हैं। 


उदाहरण 44 मान लीजिए /: 7 -> 7, / (() 5 ४+ 2 से परिभाषित है। 6 : 7 -> 7 ज्ञात कीजिए 
जबकि ४० 5. 


हल ४०/-॥, से प्राप्त है कि सभी ४ 2 के लिए, (४०) (४) ८» है| इस प्रकार, ४(/ (४)) ८ +. 
इसलिए सभी » € 2 के लिए, ४(५४+ 2) -». मान लीजिए कि »-४+ 2. तब ४(४))-»-2. इस 
प्रकार, ४ : 7 -> 7 , ४(४) - ४-2 से परिभाषित अभीष्ट फलन है। 


उदाहरण 45 मान लीजिए /: & -> 8, ४ : 8 -> ८', दो फलन हैं। मान लीजिए ४०: ७ 3 0 
एककी है और / आच्छादक है। दिखाइए कि & एकैकी है। 


हल मान लीजिए सभी », » € 3 के लिए ४(४) - &0) है |» € 8 का अर्थ है / € & का ऐसा 
अस्तित्व है ताकि /(४) - », क्योंकि / आच्छादक है। इसी प्रकार, /” € & का ऐसा अस्तित्व है 
ताकि /0/) 5 9. इस प्रकार, ४(/७८) + ४(/0/”) . चूँकि ४०! एकैकी है इसलिए ४ ४. 
इसलिए, /(४) 5/(9) है अर्थात्‌ ४< ». इस प्रकार, & एकैकी है। 


उदाहरण 46 मान. लीजिए कि /: & -> &. यदि /0/ -, हो तो दिखाइए कि / व्युत्क्रमणीय है 
और /-/7 है। 


हल हम जानते हैं कि यदि /78 -!, और ४०/- , हो, तब / व्युत्करमणीय है और 8 5-7. चूँकि 
०5-], इसलिए / व्युत्कमणीय है और /5/7 


उदाहरण 47 मान लीजिए कि & एक अरिक्त समुच्चय है। मान लीजिए & के घात समुच्चय 
९(७) पर एक द्विआधारी संक्रिया »”, ;,५ & ?(७) के लिए ज़फए - | ५/ ९ से परिभाषित है। 
(0) (९(७), ») के लिए तत्समक अवयव ज्ञात कीजिए, (॥) दिखाइए कि $ € 7?(४) ही केवल 
(९(७), ') का व्युत्करमणीय अवयव है| 


हल (0) चूँकि सभी % € 7(५) के लिए, % ५५५८४ <- 0 ० > है, इसलिए सभी # ८ 7१(५) के 
लिए, ४५९ - 5 - ९९5. इस प्रकार, १ ८ ?(७), (2(५), ») का तत्समक अवयव है। (४) मान लीजिए 
कि % € 7(५) व्युत्रमणीय है| तब, ४ € ए(५) का ऐसा अस्तित्व है ताकि ज*ए४ - ५८ ४, इस 
प्रकार, 7 ५४५४-९८ ४ ५5 है। इसलिए, #< ४ - ५ . इस प्रकार, ७ & 7(») ही केवल 
(7(५), ») का व्युत्क्रमणीय अवयव है। 


(2 


द् 


[, 


गणित 


अध्याय 2 पर विविध प्रश्नावली 


मान लीजिए ३१, ५ से [४ में एक परिभाषित सम्बन्ध ९ + ((०,2) : 9,2 € ४ और ०८४९) है। 
क्या निम्नलिखित सत्य हैं ? 

(0) सभी 46 ष के लिए, (6,4) ६ ९. 

(0) (०,9) & ३ से निष्कर्ष निकलता है कि (9,4) € २, 

(॥0 (४,०) € २, (७,0 ८ २ से निष्कर्ष निकलता है कि (6,0 € 7९ ? अपने उत्तर का 
औचित्य बताइए | 

मान लीजिए कि /- ((,), (2,3), (3,5), (4,7)), 2 से # में एक फलन, किन्‍्हीं पूर्णाकों 4,७ 
के लिए /(५) ८ 4५५०४ द्वारा परिभाषित है। ०,७ ज्ञात कीजिए । 

मान लीजिए & 5 (,2,3,4), 8 - [,5,9,,5,6) और /< [(,5), (2,9), (3,), (4.5), 
(2,)) हैं। क्या निम्नलिखित सत्य है? 

(0) /#, » से 9 में एक संबंध है| 

(॥) /# से 8 में एक फलन है ? अपने उत्तर का औचित्य बताइए | 





, मान लीजिए कि / 0 ५7 का उपसमुच्चय है और /< हे 7) :॥ € 7, # € 7, # # 0] 


से परिभाषित है। क्या | 0 से # में एक फलन है? अपने उत्तर का औचित्य बताइए | 


. मान लीजिए कि / 7» 7 का उपसमुच्चय है, / 5 [(०४७, 6+ 9) : 6, 9 € 2 )से परिभाषित 


है। क्या | 2 से 7 में एक फलन है? अपने उत्तर का औचित्य बताइए। 


. मान लीजिए कि & परिमित समुच्चय है तथा / : & -+ # आच्छादक है, दिखाइए / एकैकी है। 
. मान लीजिए कि & - [9, 0, ।, 2, 3) है। मान लीजिए; & -> ४, / (४) -॥ का सबसे 


बड़ा अभाज्य गुणनखण्ड है, द्वारा परिभाषित है। / का परिसर ज्ञात कीजिए। 


. मान लीजिए कि /: ३ - () -> )९, /(४) 5# का सबसे बड़ा अभाज्य गुणनखण्ड है, द्वारा 


परिभाषित है, दिखाइए कि/न तो एकैकी है और न आच्छादक ही है। / का परिसर ज्ञात कीजिए | 


- मान लीजिए कि 8 ८४और /; 8 -+ #, /(0) 5 |), # का सबसे बड़ा अभाज्य गुणनखण्ड 


है जबकि / का परिसर # है, द्वारा परिभाषित है। & को ज्ञात कीजिए | 


- मान लीजिए कि /: ४ -> (६. 


_ |7+|, यदि # विषम है। 

. [॥-, यदि ॥ सम है। 

द्वारा परिभाषित है। दिखाइए कि / एकैकी आच्छादक फलन है। 

मान लीजिए कि 85 ([,2,3). है तो & से & में सभी एकैकी फलन ज्ञात कीजिए। 


(0) 


2. 


3. 


4. 


45. 


6. 


7. 


| 


2 


9, 


20. 


संबंध एवं फलन 63 
मान लीजिए कि /: ४ ५५ [0)-> ९ ५० (0), 
7+], यदि # सम है। 
(४) 


४-, यदि # विषम है। 

द्वारा परिभाषित है। दिखाइए कि / व्युत्कमणीय है और />/7'. 
0,४>0, के लिए 

फलन/(४)5१0, ४50 केंलिए ५४८ ए का आलेख खींचिए। 
-, »<0 के लिए 


मान लीजिए कि /: 2 -> 7 , //ध) 5 2.६ से परिभाषित है। ४: 7 -> 2 ज्ञात कीजिए यदि 
8०/- 79 . 
मान लीजिए कि /: 72 -> 2. 
हा यदि » सम है। 
ह ४+[, यदि » विषम है। 
द्वारा परिभाषित है। क्‍या &: 2 -> 2 का कोई ऐसा अस्तित्व है ताकि 98 5, ? 
मान लीजिए कि /: ७ -> 8, ४: 8 -> 0' दो ऐसे फलन हैं कि &०/: ७ -> 0'. दिखाइए कि : 
60) यदि ४० आच्छादक है तो & आच्छादक है। 
(॥) यदि ४० एकैकी है तो / एकैकी है। 
(४) यदि ४०/ आच्छादक है और & .एकैकी है तो / आच्छादक है। 
मान लीजिए कि /: & -> & ऐसा है कि /०//-/ दिखाइए कि /आच्छादक है यदि और 
केवल यदि # एकैकी है। इस स्थिति में / निकालिए | 


- मान लीजिए कि & एक अरिक्त समुच्चय है, तथा & के घात समुन्चय 7(७) पर एक 


द्विआधारीय संक्रिया *”, -,ए &€ (७) के लिए #*५ - # /१ ५ द्वारा परिभाषित है। 

0) (४(४), ») का तत्समक अवयव ज्ञात कीजिए | 

(४) दिखाइए कि (7(»),») का केवल & & ?(#) ही व्युत्क्रमणीय अवयव है। 

मान लीजिए कि & एक अरिकक्‍्त समुच्चय है| मान लीजिए, & के घात समुच्चय (५) पर 
एक द्विआधारीय संक्रिया »' हु, ४ & ?९(७) के लिए %४ - (४-५) ०५ (४-५) से 
परिभाषित है | 

(0) दिखाइए कि $ & ?(४), (९(५), ») का तत्समक अवयव है। 

(४) दिखाइए कि सभी 5 & 7(४) के लिए, ह व्युत्क्रमणीय है और ह - 57. 

मान लीजिए कि & > (०,०). & पर द्विआधारीय संक्रियाओं की संख्या ज्ञात कीजिए। 


गणित 


ऐतिहासिक पृष्ठभूमि 


समुच्चय की संकल्पना की भाँति फलन की संकल्पना भी एक लम्बे समय-अन्तराल में 
विकसित हुई | यह विश्वास किया जाता है कि आर. डेकार्टेज (२, 70०5८४८०४), (596- 
]650 ई.) ने 637 ई, में शब्द फलन ' से परिचय कराया जब उन्‍होंने इसको एक चर राशि 
< की पूर्णाक घात .ए' के अर्थ में प्रयोग किया था। फलन की एक स्पष्ट परिभाषा जेम्स 
ग्रेगरी ([का0८४ 0768०), (638-675 ई.) ने अपनी कृति “वेरशा सकुंलियट हाइपरबोलेट 
च्वाड्रेचूरिया (०० (फाटपारल मलज्थ्कणगवाल एप्ब्ताआए9)7, 4667 र्ड् में प्रस्तुत 'की। 
उन्होंने इसे अनेक राशियों से बीजीय संक्रियाओं के उत्तरोत्तर प्रयोग से या अन्य 
संक्रियाओं से प्राप्त राशि के रूप में परिभाषित किया | कुछ समय बाद जी.डब्ल्यू, लैबनीज 
(5.9०. [,अंजा।2), (!646-76 ई.) ने 673 ई. की पाण्डुलिपि में शब्द “फलन' को 
किसी राशि के अर्थ में प्रयोग किया जो वक्र के एक बिन्दु से दूसरे बिन्दु तक इस प्रकार 
परिवर्तित होती रहती है जैसे एक वक्र पर बिन्दु के निर्देशांक, वक्र की ढाल, वक़ के एक 
बिन्दु पर स्पर्शी तथा अभिलम्ब परिवर्तित होते हैं किन्तु अपनी कृति हिस्टोरिआ (ज्ाह्ाठा१9), 
(।74 ई.) में लेबनीज ने शब्द "फलन' को एक चर पर आधारित राशि के रूप में प्रयोग 
किया । वाक्यांश “५ का फलन' प्रयोग में लाने वाले वह सर्वप्रथम व्यक्ति थे। एल. आयलर 
6... 80॥९), (707-783 ई.) ने फलन को अचर एवं चरों से युक्त सूत्र या समीकरण के 
रूप में व्यक्त किया। आयलर ने [734 ई. में प्रतीक #(४) का अभ्युदय किया। उनकी 
फलन की संकल्पना जोसेफ फोरियर (॥08०0०॥ ए0प्रामंछ), (१768-830 ई.) के उस समय 
तक प्रचलित रही जब उन्होंने उष्मा संचरण की समस्या के अनुसंधान करते समय फलन 
की परिमाषा प्रस्तुत की जो पूर्ववर्ती संबंधों को अधिक व्यापक रूप से व्यक्त करती थी। 
अंन्तिम रूप से, लेज्यूने डिरिचिलेट (&|०५॥7८ /970००), (805-]859 ई.) ने फलन की 
जो परिभाषा दी वही वर्तमान में प्रचलित है| फलन की समुच्चय सैद्धान्तिक परिभाषा जार्ज 


केन्टर (८0४ (४४०७), (845-]98 ई.) द्वारा समुच्चय सिद्धान्त के विकास के बाद 
प्रचलित हुई । 


गणितीय 


(॥07॥॥0॥87 0, ।0॥00) ८ 


3.। भूमिका 


वैज्ञानिक निष्कर्षों को प्राप्त करने के लिए सामान्यतः प्रयोग में आने वाली दो तर्क संगत विधियाँ 
हैं| एक निगमन (0९00०॥०॥) विधि है अर्थति व्यापक कथन से विशिष्ट कथन प्राप्त करने की 
तर्क विधि और दूसरी आगमन (0000०) विधि है जो विशिष्ट स्थिति से व्यापक की ओर ले 
जाती है। शब्द 'आगमन' का अर्थ है विशिष्ट स्थितियों के आधार पर निष्कर्ष रूप में व्यापक 
कथन प्राप्त करने की तर्क विधि | आगमन का प्रारम्भ निरीक्षण से होता है। हम देखते हैं और 
अन्तप््रेरणा के द्वारा एक अस्थायी (७॥8५०) निष्कर्ष पर आ पहुँचते हैं जिसे अनुमानित कथन 
(०णां०्णणा४) भी कहते हैं। यह सत्य भी हो सकता है परन्तु इसे तर्क-संगत प्रक्रिया द्वारा 
, प्रमाणित भी होना चाहिए। अन्यथा यह असत्य भी हो सकता है, परन्तु तब इसे प्रति-उदाहरण 
(००प्रांत «धाए८) द्वारा दर्शाना भी चाहिए कि अनुमानित कथन असत्य है। 


बीजगणित या गणित की अन्य शाखाओं में कुछ ऐसे परिणाम या कथन हैं जो एक धन 
पूर्णाक # के पदों में व्यक्त किए जाते हैं। ऐसे कथनों को सिद्ध करने के लिए विशिष्ट तकनीक 
पर आधारित समुचित विधि है, जिसे गणितीय आगमन का सिद्धान्त (एग7098 ० /ककाथाह९॥।| 
[0परणांणा) कहते हैं। 


3.2 आगमन के लिए तैयारी 


सुसंगत (2४भ॥०॥) प्रश्न है कि “एक कथन कहने पर, उसकी सार्थकता की सत्यता या 
असत्यता कैसे स्थापित की जाये |" इस प्रश्न के उत्तर देने के प्रयास से पूर्व हम आगमन तर्क 
या आगमन के प्रयोग के कुछ उदाहरणों का अध्ययन करते हैं। 


उदाहरण ॥ हम जानते हैं कि संख्याएँ 3, 23, 43, 53, 73 आदि अभाज्य (977०) संख्याएँ हैं 
जब कि संख्याएँ 33, 63, 93 आदि सभी भाज्य (००॥0०४०) संख्याएँ हैं| इन विशिष्ट स्थितियों 
से हम एक व्यापक (था) कथन प्राप्त कर सकते हैं अर्थात्‌ प्राकृत संख्या # के लिए 
“(|0 #+ 3) एक अभाज्य संख्या है, यदि #, 3 से भाज्य नहीं है”। 


66. गणित 


यह कथन प्राकृत संख्या. # पर आधारित है। हम इस कथन को 79) से प्रदर्शित करते 
हैं अर्थात्‌ 7४) : (08 + 3) अभाज्य संख्या है यदि ४, 3 से भाज्य नहीं है। क्या यह कथन सत्य 
है? उत्तर है कि यह कथन #- 4 के लिए सत्य नहीं है क्योंकि हम जानते हैं कि संख्या 43 
अभाज्य नहीं है। परन्तु [43 को #-4 के लिए 9+3 5 0 ((4)+ 35 43 के रूप में 
लिखा जा सकता है जब कि ।4 स्पष्टतः 3 से भाज्य नहीं है। 


उदाहरण 2 मान लीजिए ए() कथन “2"> " है। क्‍या 7?(]) सत्य है? 
हल 7?(॥) कथन "2/> |” है जो कि सत्य है। 
उदाहरण 3 यदि ए(#) कथन है “# (४+ ]) सम (ए९०॥) है जब कि # धन पूर्णाक है”, तो 
९(5) क्‍या है? 
हल 760) : # गा + |) सम है। 
अब # 5 के लिए 05) :5%८6< 30 एक सम संख्या है। 


उदाहरण 4 मान लीजिए 70) कथन है “(% + 3) अभाज्य है”, क्या 7(3) सत्य है? 
हल कथन 7 (3) : '(0 »% 3 + 3) - 33 अभाज्य है", जो कि सत्य नहीं है। 


उदाहरण 5 मान लीजिए 7९४) कथन '* >7' है। यदि ?(७) सत्य है तो सिद्ध कीजिए कि 
0९(॥ + |) सत्य है। 


हल ज्ञात है कि 7? (7): 4” > /# सत्य हैं 

तो हमें सिद्ध करना है कि ? (४+ ) : 4"+* |) > (४+ ।) सत्य है। () 

हम (]) का बायाँ पक्ष लेते हैं अर्थात्‌ 4"+ |) - 4", 4 क्योंकि 4" > # है अतः 40+ ॥) > 4#. 
पुनः प्रत्येक प्राकृत संख्या # के लिए. 4 > (४ + )) और इस प्रकार यह कथन 
?(॥+ [):4"+ | > (/+ |) सत्य है। 

कुछ स्थितियों में भले ही यदि हमारे पास प्रति-उदाहरण न हों तो हम यह निष्कर्ष नहीं 
निकाल सकते हैं कि व्यापक कथन सभी धन पूर्णाकों के लिए सत्य है क्योंकि हमने कुछ विशिष्ट 
स्थितियों में इसे सत्य पाया है जिसे प्रमाणित किया जा चुका है| इससे यह प्रश्न उठता है कि 
कुछ विशिष्ट स्थितियों में किसी व्यापक कथन 7(॥) की सत्यता ज्ञात हो जाने पर उसको किस 
प्रकार सिद्ध करते हैं। ऐसे गणितीय कथन जिस विधि के प्रयोग से सत्य सिद्ध किये जा सकते 
हैं, उसे गणितीय आगमन विधि कहते हैं। 


3.3 गणितीय आगमन सिद्धान्त 
गणितीय आगमन सिद्धान्त के अनुसार : 
मान लीजिए [१(/) एक कथन है, जिसमें # एक प्राकृत संख्या है ताकि 
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0) 7?() सत्य है। 
(४) यदि एक धन पूर्णाक # के लिए ?(0 सत्य है तो 7(+ |) भी-सत्य है। 
तब कथन (७), प्राकृत संख्या # के सभी मानों के लिए सत्य होता है। 
दूसरे शब्दों में, प्राकृत संख्या # के सभी मानों के लिए कथन 7७) सत्य सिद्ध करने के 
लिए हमें निम्नांकित दो चरणों (४००४) का अनुसरण करना चाहिए। 
प्रथमतः, हमें १() सत्य सिद्ध करना चाहिए। 


द्वितीयतः एक धन पूर्णाक £ के लिए जब 7?() सत्य है तो 9 (+ ॥) भी सत्य सिद्ध 
करना चाहिए। 


अब हम कुछ उदाहरणों पर विचार करते हैं : 
उदाहरण 6 दिखाइए कि प्राकृत संख्या # के सभी मानों के लिए ऋ+ (॥+ )3 + (७ + 2)3, 9 
से भाज्य है। 
हल ॒स्पष्टतः ?(७) कथन निम्नांकित है, 
ए?(॥) : ४0 + (#+ )2+ (७ + 2)3, 9 से भाज्य है। 
प्रथम, हम जाँच करते हैं कि ?(४) सत्य है, जब #5 [ हो | 


इस प्रकार, ९() : + ([+ ।))+ ([+ 2)? - 36, जो कि 9 से भाज्य है। और इसलिए 
४< । के लिए ?(9) सत्य है। 


अब कल्पना कीजिए कि धन पूर्णाक # के लिए ?(७) सत्य है, 
अर्थात्‌. 760 :॥0+ (४+ ) + (६+ 2)3, 9 से भाज्य है। . () 
तो हम सिद्ध करना चाहेंगे 
?९७७+ !) : (४+ ) + (६+ 2)3+ ((+ 3)5, 9 से भाज्य है, 


हम देखते हैं कि 
((+ )7+ (#£+ 2)7+ ((+ 3)7< (६+ )7 + (६+ 2)7+ /0+ 9/८ + 278 + 27 
८ (/(6+ )7+ (+ 2)7+ //+ 9 (६ + 3७ + 3) (2) 


(!) के अनुसार, ॥3+ (#+ )3+ (#+ 2), 9 से भाज्य है और 962 + 3/ + 3), 9 से भाज्य 
है इसलिए व्यंजक (2), 9 से भाज्य है। 


इस प्रकार ? (६ + ) सत्य है जब 7 (४0 सत्य हैं अतएव गणितीय आगमन सिद्धान्त से कथन 
/॥ए009) :क) + (४ + )3 + (७ + 2)3, 9 से भाज्य है।” सभी प्राकृत संख्याओं # के लिए सत्य है। 


उदाहरण 7 दिखाइए कि प्रथम # विषम प्राकृत संख्याओं का योग #? है। 
हल स्पष्टत: दिया कथन 79७) : !+3+5+ . . .+ (2४- ) 5 /४7“ है| 
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हम देखते हैं कि 7((]) सत्य है क्योंकि 7(): - |? जो कि सत्य है। 
अब कल्पना कीजिए कि किसी धन पूर्णाक £ के लिए ? (४) सत्य है, 


अर्थत्‌ ?९(0:+3+5+...+(2/- |) 5 () 
अब हम सिद्ध करेंगे कि ? (६+ [) सत्य है, जब ? (0 सत्य है। 
अर्थात्‌ ?९(६+):]+3+5+...+ [2 (४+ )-] 5 (६ + )7 (2) 
हम देखते हैं कि 
]+3+5+...+ (2/-)+ [2(/+ [)- [] 
+2+ (2/+ ) (क्योंकि () से ?(४0 सत्य है) 
| (/((+ ) 5 


इस प्रकार ?(£) के सत्य होने पर ९(/ + !) भी सत्य है |अतः गणितीय आगमन सिद्धान्त 
से, प्राकृत संख्या # के सभी मानों के लिए ? (9) सत्य है। 


४+2 
उदाहरण 8 दिखाइए कि .27+2.3+3.4+ . . .+॥ (0+ ) ८ मात 
हल स्पष्ट है कि 

?() : 4.2+ 2.3 + 3.4 + . . .+..+ ॥ (7+ |) ८ ् है 


हम 7?(]) की सत्यता की जाँच करते हैं। 


अर्थात्‌. ?(]): 4.2 « न्क्ः 2, जो कि सत्य है। 


अब, कल्पना कीजिए कि किसी धन पूर्णाक / के लिए ९(४) सत्य है, 


अर्थात. 760): .2+ 2.3+ 3.4+ . . .+ £ ((+) ८ लत () 
अब हम सिद्ध करना चाहते हैं कि ? ((/+) सत्य है जब ॥2/) सत्य है। 
हम देखते हैं ह 
?2(४+) : [[.2+ 2.3+3.4+ .. .+/(/+ )| + ((+ ) (४ + 2) 
[[ ")(/((+2 | 
बन जज + (६ + ]) ((+ 2) () से 


(६+ ।) (६+ 2) हि +] ॥ 


(/ + )(/ + 2)(/ + 3) 
3 
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इस प्रकार, (४0) के सत्य होने पर 7? (४+ ) भी सत्य है। 


इसलिए, गणितीय आगमन सिद्धान्त से प्राकृत संख्या # के सभी मानों के लिए 7(॥) सत्य 
है। 


उदाहरण 9 दिखाइए कि 2» -- |, 7 से भाज्य है| 
हल हम लिखते हैं कि ?(७) : 29 - |, 7 से भाज्य है। 
४#<। के लिए, ९(।):2)-- 7, 7 से भाज्य है, जो कि सत्य है। 
अब कल्पना कीजिए कि धन पूर्णाक # ४८ के लिए 7? 00 सत्य है, 
अर्थात 7?(0:2%४-],7 से भाज्य है (]) 
?(2) की सत्यता () को मानते हुए हम सिद्ध करना चाहते हैं कि ? ((+) भी सत्य है। 
विचार कीजिए, 270/+) -- | - 27 ८ 2? - | 
या 230/9!) _[- 8 (27 -- [)+ 7 (2) 
(2) में दायाँ पक्ष 7 से भाज्य है क्योंकि (() से 2» - ], 7 से भाज्य है तथा 7 स्वयं से 
भाज्य है, इस प्रकार ? (£+]) सत्य है। 
इसलिए, गणितीय आगमन सिद्धान्त द्वारा प्राकृत संख्या # के सभी मानों के लिए 
९७७) : 27"..], 7 से भाज्य है, सत्य है। 
उदाहरण 0 सभी प्राकृत संख्याओं # के लिए, सिद्ध कीजिए कि (।+)”> (] +॥0), जब कि 


जज 
हल हम लिखते हैं 78) ; ((+ >>)" 2 ([ +70), ४ > - 

7९७०), ४८ [ के लिए, सत्य है क्योंकि ४>- के लिए 7(।) : ((++) 2 (+.४), जो कि 
सत्य है। 

अब कल्पना कीजिए कि किसी धन पूर्णाक £ के लिए 

९60 : ((+3)7 > (। + /0), ४ > -] (4) 
सत्य है। हम सिद्ध करना चाहते हैं कि ? (#]) अर्थात्‌ 

?९(४+ [): ((+ 00% )> [] + ((+ [)0), »>-] के लिए सत्य है जब 7(४0) सत्य है। (2) 
सर्वसमिका (]+ »)४+ - (] + )* . (+ () पर विचार कीजिए 


दिया है कि ४>-!, अतः (+») > 0 और () द्वारा (]+ »)*2 (। +/:0), हम पाते हैं, 
([+.)४+ 2> ([ +/८0 (। + >) 
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अर्थात्‌. (+0+ 0 > (। +++ ४ + ४) (3) 
/ प्राकृत संख्या है और ४220, अतः /४४2 0, 
अतः (|+४+ ४+ ८४)? 2 (। + ४+ /:४), 


इस प्रकार हम प्राप्त करते हैं 
([ +0/+ 0 > (। + ६ + /:0) 
अर्थात्‌ ([+.0)+%*)> [[+([+/20 ४] 
अतः कथन (2) स्थापित हुआ | ह 
इस प्रकार, गणितीय आगमन सिद्धान्त से, सभी प्राकृत संख्याओं के लिए ( +.0" > ([+#70, 
जब ४ >-, सत्य है| 
प्रश्नावली 3.] 


. यदि ?७) कथन है ॥(४+ |) (४+ 2), |2 से भाज्य है" तो दिखाइए कि 7(3) तथा 7(4) सत्य हैं 
लेकिन 7(5) नहीं। 


2. यदि 7900) कथन है “7"> %#४" तथा ९68 सत्य है, त्तो दिखाइए कि ? (६+ ) भी सत्य है। 


3. यदि ?॥/) कथन है “2"-॥, 7 का पूर्णाक गुणज है” तो सिद्ध कीजिए कि ९(), 7(2) तथा ९(3) 
सत्य हैं। 
गणितीय आगमन सिद्धान्त से प्राकृत संख्या # के सभी मानों के लिए निम्नलिखित को सिद्ध कीजिए - 


4... 20 > 7. 
5. ॥(0+ !) (7 + 2), 6 से भाज्य है। 


। 
6, ]+4+7+...+ (30- 2) बल दम 


7. 4+8+[2+.,...+4॥ 5८ 27 (#+ [). 


#7(#+ )(27/ + ) 


8. [2+2१+ 32 + . , .+ग ८ ५ 


2 2 
9. [3+23+330+ ,, .+क+ टी 7+ |) 
4 


6(] - //) 
[-7 


]0, ६+4/+67+ , , .+ दा 7 | - पक: 


][, तक (ध[+ 6) + (6+ 20) + ,,, + [8+ (॥- ) 6] च्ञ्र [24 + (7-) ४]. 


2. 


3. 


44. 


45. 


6. 
]7, 
8, 
9, 


20, 
24, 


22. 
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3.6 + 6.9 + 9.2+ . . .+ 3#. (38 + 3) 5८ 38 (7+ |) (४+ 2) 


#(#+ )(0+ 2)(#४ + 3) 


.2.3 + 2.3.4+ 3.4.5+ . ,. .+ 8 (08+ ]) (/+ 2) ८ ग 


! ॥ 
[2723 3.4 #७+।) _ छ+]) 








] /! 
रे (2#-)(20+]). (2॥+| ) 


23% _ ] , 3 से भाज्य है | 
]0-) + | > से भाज्य है | 


]0' + 3.47+2 + 5, 9 से भाज्य है | 


] 
।+2+3+..-+#< [है (.+ ! )5 


(2# + 7) < (0 + 3)2, 


४/- १", (५-9) से भाज्य है, जबकि £-9#0 
[संकेत, 2#+ ।) ... 9(४+ ।) _. ,0+ !) -9 ही ज -9#+ ), लिखिए] 


गणितीय आगमन सिद्धान्त से सिद्ध कीजिए कि # सदस्य वाले समुच्चय के 2" उपसमुच्चय होते 
हैं, जहाँ # एक प्राकृत संख्या है। 


ऐतिहासिक पृष्ठभूमि 


गणित के अनेक संकल्पनाओं (८०॥०००४७) तथा विधियों की भाँति गणितीय आगमन की 
विधि किसी निश्चित समय पर किसी व्यक्ति विशेष की खोज नहीं है। मूलतः गणितीय 
आगमन सिद्धान्त पाइथागोरस के शिष्यों (छठवीं शताब्दी ई० पू०) को ज्ञात था। 


गणितीय आगमन के सिद्धान्त के सूत्रपात का श्रेय फ्रान्सीसी गणितज्ञ ब्लेज 
पास्कल (8[9$० ?48०॥]) (623-662 ई०) को है। यद्यपि इससे पूर्व इटली के गणितज्ञ 
फ्रान्सैस्कों मोरोलिकस (शा्वत58800 १॥0/09005) (।494-575 ई०) ने अपने लेखों में 
इस सिद्धान्त को प्रयुक्त किया है। भारतीय गणितज्ञ भास्कराचार्य द्वितीय 
(!4 - 85 ई०) के लेखों में भी हम गणिततीय आगमन की झलक पाते हैं। 


संभवत: 'आगमन' नाम अंग्रेज़ गणितज्ञ जॉन वालिस (0॥ ५४७॥॥४) (66-703 ई०) 
ने प्रयुक्त किया था। बाद में स्विस गणितज्ञ जेम्स बनॉली (८8 8८707) 
(।655-705 ई०) ने बिना नाम लिए इस सिद्धान्त का प्रयोग द्विपद प्रमेय सिद्ध करने 
के लिए किया था जिसकी अध्याय 6 में चर्चा की जाएगी। 


गणित 


पैनी साइक्लोपीडिया (एलए+> (#८०एव्ठांश) लंदन (838 ई०) के अभिलेख के 
अनुसार "गणित्तीय आगमन” नाम अगस्तस डिमोर्गन (#ह्टप्रशापड [06 ४०६०7) (806- 
87 ई०) ने प्रयुक्त किया था। इस नाम को तत्कालीन गणितज्ञों ने स्वीकार कर लिया 
था और लगभग आगामी चालीस वर्षों में सभी स्थानों के गणितज्ञों ने इसका उपयोग किया 
था। अन्त में प्रसिद्ध गणित्तज्ञ लाप्लास (.59/9८८) का यह कथन उद्धरण योग्य है 
“विश्लेषण एवम्‌ प्राकृतिक दर्शन के क्षेत्र में अत्यन्त महत्वपूर्ण खोज के लिए फलदायी 
साधन, जिसे हम आगमन -कहते हैं, मुख्य कारण है। न्‍्यूटन (४९०ए(००) द्विपद प्रमेय तथा 
गुरुत्वाकर्षण सिद्धान्त प्रमेयों में इसके उपयोग के लिए ऋणी था।” 


जी. पियानो (0. ए८शा०) (858-932 ई०) का कार्य सम्पूर्ण गणित को तार्किक 
कलन (।0ए8|ण्या ८ा्ाणाए$) के पदों में व्यक्त करने की इच्छा से उत्मेरित था। पियानो ने 
गणितीय प्रमेयों के कथनों को तार्किक संकेतन के द्वारा व्यक्त करने के दायित्व का निर्वाह 
किया था। उसे परिमितातीत (#छ05/ँ/०) आगमन के सिद्धान्त को उद्धृत करने का श्रेय 
है। उनकी अभिगृहीतियाँ (४5078) “पियानों के अभिगृहीत” के नाम से जानी जाती हैं। 


(.000शाप्ता३) हा 


4.] भूमिका 
स्कॉटिश गणितज्ञ जॉन नेपियर (0॥॥ ५४७७) (550-67) ने 6[4 में बड़ी संख्याओं के 
गुणा एवम्‌ भाग में आने वाली कठिनाई को कम करने के विशेष उद्देश्य से लघुगणक की खोज 
की | शब्द 'लघुगणक' दो यूनानी शब्दों "लोगोस” (॥0808) जिसका अर्थ 'अनुपात' तथा 
'अरिथिमोस' (07॥7709) अर्थात्‌ 'संख्या' से मिलाकर बनाया गया। हेनरी ब्रिग्स (पशाए 
87828) (556-630), जो नेपियर के समकालीन थे, ने साधारण लघुगणक (आधार 0) का 
आविष्कार किया उन्होने 624 में | से 22: 0/ तथा 99८0* से 0% तक की संख्याओं की 4 
अंकीय लघुगणक सारणी प्रकाशित की | शेष संख्याओं के लघुगणक की गणना सर्वेक्षक ईजैशील 
(82०८०॥४)), डी डैकर (06 06०८2) तथा ऐड्रियन लैक (8०॥9॥ ५॥४१) ने 627 में प्रस्तुत 
की | आजकल लघुगणक ने कैलकुलेटर तथा कम्प्यूटर के प्रचलित होते हुए भी अपनी सार्थकता 
नहीं खोई है इसे आज भी गणित में एक महत्वपूर्ण कार्यकारी साधन समझा जाता है। हम इस 
अध्याय में लघुगणक क्या है तथा इसका अनुप्रयोग कैसे किया जा सकता है, की चर्चा करेंगें। 
4.2 लघुगणक 
लघुगणक एवं घातांक का आपस में निकट का संबंध है| जैसे पुनः पुनः जोड़ से एक नई संक्रिया 
गुणन उत्पन्न होती है उसी प्रकार एक गुणनखण्ड के पुनः पुनः गुणा करने से एक नई संक्रिया 
घातांक का उदय होता है। इन्हीं के विपरीत संक्रिया से हमें दो भिन्न प्रतिलोम संक्रियाएँ 
उदाहरणतः मूल ज्ञात करना तथा लघुगणक लेना प्राप्त होती हैं| आइए, घातांक के मूलभूत तथ्यों 
का पुनः स्मरण करें जिनका लघुगणक द्वारा कार्य करने में भी उपयोग होगा | हम जानते हैं कि 
0) 2<:256.. 0) 327. (00) 4<56. (0) 9 - 729 
अर्थात्‌ 0) 2 की आठवीं घात 256 है, () 3 की तीसरी घात 27 है, (॥) 4 की दूसरी घात [6 
है और इसी प्रकार अन्य | व्यापक रूप से, एक धन वास्तविक संख्या ८ तथा एक परिमेय संख्या 
| के लिए, हम पाते हैं कि 


7७४ ] ् 9 
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जहाँ & एक वास्तविक संख्या है। दूसरे शब्दों में, आधार ० की % वीं घात ७ है। इस तथ्य को 
अन्य ढंग से व्यक्त करते हैं कि # का लघुगणक आधार ६ पर ऋ है। इस प्रकार, उपर्युक्त 
उदाहरण में 6) प्रकट करता है, कि 256 का आधार 2 पर लघुगणक 8 है क्योंकि यह 2 की 
घात 8 है जिससे 256 प्राप्त होता है। इसी प्रकार (3) प्रकट करता है, 27 का आधार 3 पर 
. लघुगणक 3 है क्योंकि 3 की घात 3 है जिससे 27 प्राप्त होता है। (४) तथा (५) क्रमशः 6 
का आधार 4 पर लघुगणक 2 तथा 729 का आधार 9 पर लघुगणक 3 प्रकट करता है| हम इन 
कथनों को निम्नांकित प्रकार से लिखते हैं 


लघु , 256 5 8 लघु , 2753 लघु | 652 तथा लघु , 729 53 

या 6९8, 256 ८ 8, या ॥08, 2753, या।628, 7/652, तथा या ।60689 72953 
आइए, अब हम लघुगणक को परिभाषित करते हैं| 

परिभाषा प्रत्येक धन वास्तविक संख्या 4 के लिए, ४०% ], अद्वितीय वास्तविक संख्या # को 


आधार 4 पर # का लघुगणक कहते हैं| या, 08, 9 ##, यदि और केवल यदि ५"- ४. लघु 
(0०९2) लघुगणक के अंग्रेज़ी पर्याय शब्द 68भ707॥, का संक्षिप्त रूप है। 


परिभाषा से लघुगणक के निम्नलिखित गुणधर्म तुरंत प्राप्त होते हैं, 


॥02, | 50, क्योंकि 4९ - | 
]08, 45 ), क्योंकि 6 < ० 
0009, 6 < क्योंकि ८५ < 6९ 


इसके अतिरिक्त, जैसे ८ एक धन वास्तविक संख्या है, उसी प्रकार & भी एक धन वास्तविक 
संख्या है। अतः हम | से भिन्‍न एक धन वास्तविक संख्या के आधार पर ही केवल एक धन 
वास्तविक संख्या का लघुगणक परिभाषित करते हैं। ऋणात्मक संख्याओं और शून्य का कोई 
लघुगणक नहीं होता है। व्यंजक ]08 (-2), 08 0, ।08 (। - ,/3 ) अर्थहीन है। (क्यों?) 
उदाहरण | 4 < 024 को लघुगणकीय रूप में लिखिए 
हल अभीष्ट लघुगणकीय रूप 68, 024-5 है| 


ह 
उदाहरण 2 9? - 243 को लघुगणकीय रूप में लिखिए। 
5 है 
हल ]08५ 243८ 5 अभीष्ट लघुगणकीय रूप है । 


उदाहरण 3 5:« उठ की लघुगणकीय रूप में लिखिए 


] 
हल ॥08। रे ] 5-2 अभीष्ट लघुगणकीय रूप है। 
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उदाहरण 4 [08 , 6 ज्ञात कीजिए 
हल हम लघुगणक की परिभाषा से जानते हैं कि 

008 ,? <## यदि और केवल यवि ८" 8, 4> 0, ध#, 

मान लीजिए ऋ- [02 , 6, तो 27 - 6 

चूंकि 46-27 तब हम पाते हैं 2" «26 

इसलिए #%- 4 

इस प्रकार ॥08, 6-4 
उदाहरण 5 0४2: ३55 ज्ञात कीजिए 


! 

हल मान लीजिए #+<]08 ८:३5 तब # > ३65 5 57 
कि 
- ह! +२ ठु 

) 

इस प्रकार 08. १5 5 57 


प्रश्नावली 4. 
निम्नलिखित को लघुगणकीय रूप में लिखिए : 
. 27< 28 2. 04 - [0000 3, 37-8 4. 43 -< 64 
5. 72 < 49 6. 60- | 7. ॥0-7< 0. 8. 83 - 52 
9, (0.5१: 0.25. 40. «का !, 4 ८८९ 42, €” ० 


निम्नलिखित में से प्रत्येक को घातांक रूप में व्यक्त कीजिए : 


83. 0082 [50..._ 44. 08 ५ 2552... 5. |08 , [000-3 6. 0827 5-2 


प7. ॥08 , 6453. 8. 08 ; 34353. 49. 08 ( !6< पर 20, 08 + 625 > 4 
24, 08 9 0560]54 22, 08 , 7-4 
निम्नलिखित में से प्रत्येक का मान ज्ञात कीजिए : 
23, [0९8 4 27 24, 02» ४३2 25. 6£ | 0४ 26, 08,#/ 
27. 08 , ? 28. 058 + 77 29. ॥08 , ! 
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4.3 लघुगणकों के नियम 


लघुगणक के निम्नलिखित नियम मूलतः पूर्व कक्षाओं में पढ़े घातांकों के नियम हैं। यह नियम 
किसी आधार 4८(७०>0 तथा 4८% |) के लिए सत्य हैं | इस प्रकार हम पाते हैं। 


प्रथम नियम ]09 | 07)  0£8 ।॥+ 08 | 7 
उपपत्ति कल्पना कीजिए कि ]68 (का+ तथा ]08 ,#> ३», 
तो क्रम तथा ६/"७॥ 
अतः कमरावा ८ छों, ध ८6 (४+)१ 
लघुगणक की परिभाषा से यह प्राप्त होता है कि 
8 (शहा->++ 08 ,एा+ 08 | 7! 


दो संख्याओं के गुणनफल का लघुगणक समान आधार पर संख्याओं के लघुगणकों 
के योग के बराबर होता है। 


प्रा 
द्वितीय नियम ॥008 , | न08 7-7 
उपपत्ति मान लीजिए ॥08 (#5/ तथा ]09 ,॥5) 


त्तो ८-7) पऐैथा क5८-॥ 


॥ _ 4" 


अतः 


>- को 79 __ / (४-४ 
" >> त 00 
8 0 


इसलिए. 0६ हा ॥ हा | न औ-कू08 (४7-09 7! 

दो संख्याओं के अनुपात का लघुगणक समान आधार पर अंश के लघुगणक तथा 
हर के लघुगणक का अन्तर होता है। 
तृतीय नियम 6९ ढ टी लग 08 7 
उपपत्ति मान लीजिए, [678 (# ड़ 

तो दो -का! 

इसलिए ग्र < (7 < ता 

अतः 68, 77 -# जय 0980 77 

# घात वाली संख्या का लघुगणक संख्या के लघुगणक का # गुना होता है। 


लघुगणक पा 
4/25 
उदाहरण 6 ज्ञात कीजिए : 6)08, ॥6 8 0708५ तय 


हल () 08 2 [6,/8 - [082 6+]08, 6 (प्रथम नियम द्वारा) 


॥ 
5 08 3 [(6+02 / ४? 


] 
+ 082 6+ 5 ।०४2 8 (तृतीय नियम द्वारा) 
न ]02 , 27+ हा 002 , 27 
ना 20०85 9 50672 
[ ]] क्योंकि 
न कक जल का ( 08 ,/ 25 !) 
॥| 
इस प्रकार 08 , 6./8 >> : 
425 न 
(॥) 08 & ढ्ठ्ड न 085: ४25 -08 5 625 (द्वितीय नियम द्वारा) 


] 
+ 08 5 254 -]08 ८ 5/ 
| 
+ ब्रू०४५25-408 ;5 (तृतीय नियम द्वारा) 
[ 2 
प्र व ०8५ >7-4]08 5: + 
] 
म्त 4 (2 08 ८ 3)-4]08 ८ 5 


५ क ्ि 
हल म-4वच-ठ ६ ]08 ५5 5 ) 
आधार परिवर्तन 


आइए हम सीखें कि आधार 6 पर दिये लघुगणक को किसी अन्य आधार ८ पर किस प्रकार 
बदलते हैं| इसके लिए हम किन्ही वास्तविक धन संख्याओं » तथा & के लिए (७#॥) निम्न को 
सिद्ध करते हैं 


]08, 
08 |” 08, 8 


78 गणित 

मान लीजिए कि १३-॥०९ ,/, तब लघुगणक की परिभाषा से 
0 <।' 

दोनों पक्षों का [08 आधार ८ पर लेने से हम पाते हैं, 
४ (08 9-08 ,? 





रे 60९8, / 

.. ४ ६]08,0 
]08, / 

या, 08 ,/ 5 08, ४ 


'ध्यान दीजिए हम 6 के स्थान पर कोई अन्य आधार चयन कर सकते हैं, अर्थात्‌ किसी अन्य 
आधार ८, (८० 0, ८ |) के लिए 


हि कटे 008, 7 
९ [09.0 


उदाहरण 7 ज्ञात कीजिए 0९ ५ 3 


])0833 0892 [0233 |] 
हल 0803 <% 08% प्र 8, | ह गा 


उदाहरण 8 ॥08 , 46<4 ज्ञात है। ॥08 2 का मान ज्ञात कीजिए। 


चूंकि 082 7 
हल चूंकि 08 ,7 5 । 


मान लीजिए कि 9- 6, /5 2, 65 2, हम पाते हैं 


॥08 ६ 2 5 008960 + 08, 2 
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प्रश्नावली 4.2 
निम्नलिखित में से प्रत्येक मान ज्ञात कीजिए : 


४54 
]... 08 327 729 2... 0585 नल 3. 08 ॥ 00 
8 
2 व64 नी 
4... 02 4 १343 5, 0९8 ।॥| | गत | 6... 082 कप 


निम्नलिखित प्रश्न 7 से प्रश्न 3 तक प्रत्येक में आधार ४- 0 मान लीजिए : 
7. सिद्ध कीजिए कि 09 (#फ्ए) 5 08 #+ 002 # + 08 /. 

8. सिद्ध कीजिए कि 08 2 ८ 0४ 3 + 082 4. 

9, दिख़ाइए कि ॥08 360 5-3 ॥08 2 + 208 3 + 08 5. 


40, दिखाइए कि ]08 नि >]02 2+202 5-08 3 - 2 08 7. 


॥4. सिद्ध कीजिए कि 0098 (४] 4५ . . 4.2 5 08 ०] + 08 42, + . . .+ 08 4 - 
42. सिद्ध कीजिए कि 0) 302 2 + 08 5 ८ 0४ 40. 
(0) 5408 3+02 9 508 287. 
3, दिखाइए कि 308 4-2 028 6+ 08 (] हर +]08 (96.9 ) 
» के लिए हल कीजिए : 
4. ४०४ ८26. 
[5, ४<]08 :325. 
6. 028 2 + 02 (४+2) - 02 (35-55) 5 08 3. 


4.4 साधारण लघुगणक ((:णाध्राणा 7.0एथ+ध्राा5) 

आजकल लघुगणक के आधार की दो पद्धतियाँ अधिक प्रयोग में आती हैं। एक पद्धति में आधार 
८ (८८ 2.7828 लगभग) है और दूसरी पद्धति में आधार 0 है। आधार 6८ के लघुगणक को 
प्राकृत (५४००) 'लघुगणक तथा आधार 0 के लघुगणक को साधारण लघुगणक कहते हैं। 
इस अध्याय में हम केवल साधारण लघुगणक की चर्चा करेंगे और आधार 0 पर लघुगणक # 
को बिना आधार दर्शाते हुए 028 लिखते हैं। इस प्रकार 08 # का अर्थ 0६,,# होगा | 
लघुगणक की परिभाषा से, प्रत्येक वास्तविक संख्या # के लिए 


302 0 ८ # 
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निम्नांकित उदाहरणों को देखिए : 


]02 0,00। < [60९ [00 <- -3 
020.0। 5 [68 02 <- -2 
0£20.] 5 (0608 [07 - _ 
6९ - 0800 >> 0 
]॥8]0 5 6000 ८5 | 
09४ 00 5 ॥0९90ः >> 2 
608000 5८ [028 0 +<> 3 


उपर्युक्त परिणाम संकेत करते हैं कि यदि #, 0 का पूर्णाकीय घात है अर्थात के बाद 
अनेक शून्य या । से पूर्व अनेक शून्य दशमलव बिन्दु के साथ हैं, तो ॥08 # आसानी से ज्ञात 
किया जा सकता है। यदि #, 0 का पूर्णाकीय घात नहीं है तो ]088 की गणना सरल नहीं है। 
परन्तु लघुगणकीय सारणी से हम | से 0 के मध्य किसी धनात्मक संख्या के लघुगणक का 
निकटतम मान पढ़ सकते हैं जो दशमलव रूप में अंकित किसी भी संख्या के लघुगणक की 
गणना करने के लिए पर्याप्त है। इस उद्देश्य के लिए, हम सदैव दी हुई संख्या को | और 0 
के मध्य एक संख्या तथा 0 की पूर्णाकीय घात के गुणनफल के रूप में व्यक्त करते हैं| 


4.4.] दशमलव का मानक रूप (8करा०थ-0 ए०॥7) हम देखते हैं कि दशमलव रूप में किसी 
संख्या को (क) 0 की पूर्णाकीय घात और (ख) | और 0 के मध्य एक संख्या के गुणनफल 
के रूप में कैसे व्यक्त कर सकते हैं? आइए हम निम्नलिखित उदाहरणों पर विचार करें : 


0) 32.4, 40 और 00 के बीच में स्थित है। इसलिए, 
32.4 ८ दा >0<-3.24 »८ 0! 


(0) 005.6, 4000 और 0000 के बीच में स्थित है। इसलिए, 
005,6 
]000 


(9) 0.006, 0.00। और 0,0] के बीच में स्थित है। इसलिए, 
0.006 < (0,006 » 000) » 03 - 6.0 %03.... 
(0५) 0.00025, 0.000। और 0.00] के बीच में स्थित है। इसलिए, 
0.00025 - (0.00025 »< 0000) » 0+ - 2.5 ५ ]0+. 
प्रत्येक स्थिति में दशमलव बिन्दु के बाँयी ओर एक अशून्य अंक लाने के लिए हम 
दशमलव को 0 की घात से भाग अथवा गुणा करते हैं और पुनः उपर्युक्त विधि के अनुसार 0 
की उसी घात से प्रतिलोम संक्रिया करते हैं। 


।005.6 ८ >» 07 -.0056 » 07 


है। 


लघुगणक 8] 
इस प्रकार, एक धन दशमलव संख्या # सदैव इस रूंप में लिखी जा सकती है : 
# 77 >< ]07 


यहाँ 9 एक पूर्णाक है और ] € #<0 | यह दशमलव संख्या # का मानक रूप कहलाता 


कार्यकारी नियम: 


(|) 


(2) 


दशमलव बिन्दु के बाँयी ओर एक अशून्य अंक लाने के लिए आवश्यक दशमलव बिन्दु 
को बाँयें या दायें की ओर हटाते हैं। 


इस प्रकार, 

() यदि आप # स्थान बायें हटाते हैं तो 0” से गुणा कीजिए | 

(#) यदि आप # स्थान दायें हटाते हैं तो ।07 से गुणा कीजिए । 

(॥) यदि आप दशमलव बिन्दु को बिल्कुल नहीं हटाते हैं तो 0 से गुणा कीजिए । 


(५) दिए दशमलव का मानक रूप प्राप्त करने के लिए 0 की घात से प्राप्त नये 
दशमलव को लिखिए। 


उदाहरण 9 संख्या 4362 को मानक रूप में लिखिए। 


4362 


हल हम दी हुई संख्या को 4362 - तन 2 !0१ > 4.362 » 00 लिख सकते हैं और यही 


000 


इसका मानक रूप है। ध्यान दीजिए कि 4.362, । तथा 0 के बीच स्थित है| 
उदाहरण 40 0.06583 को मानक रूप में लिखिए । 


हल दी हुई संख्या 0.06583 का मानक रूप 6.583 » 0: है| 


प्रश्नावली 4.3 
निम्नलिखित में से प्रत्येक को मानक रूप में लिखिए : 
. 5.678 2. 56.78 3. 567.8 4. 5678 
5. 5678000 6. 0.5678 7... 0.05678 8. 0.00005 


निम्नलिखित संख्याओं को 0 की घात के बिना दशमलव रूप में लिखिए : 


9, 3.29 07 40, 8.67 5 407/ 7. 52.8 » 02 42. 44.2 » 03 
3, ]232.] » 0। व4, 0.005 » 03 45, 0.04 » 0# 6. .2056 » ]0:2 
7. 9.999 » 07 8. .634 » 07* 
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4.5 पूर्णांश (टाज्ाबल०गंडांट) और अपूर्णांश (५४859) 
हम सीख चुके हैं कि कैसे एक संख्या, मान लीजिए कि #,को मानक रूप में लिखते हैं। जैसे 
75 ॥४»८ 07, जहाँ [| € %< 0 


दोनों पक्षों का आधार 0 पर लघुगणक लेकर तथा लघुगणकों के नियमों का प्रयोग करते 
हुए हम पाते हैं 
(02 & 


|! 


]0₹ (४४ >< 0/) 

रे 4028 7! + 02 0! 

| ॥098707+ 79 09 0 
इस प्रकार 68#7 (?7+ 028 () 
यहाँ 2 एक पूर्णाक है, [ &€का< 0, अतः 0 & [02 # < | 


() में # को ]08 ४ का 'पूर्णांश” तथा [68 # को 08 # का अपूर्णांश कहते हैं| यह ध्यान 
देना चाहिए कि पूर्णाश सदैव एक पूर्णाक और अपूर्णाश सदैव 0 तथा | के बीच स्थित होता है। 
पुनः ध्यान वीजिए कि अपूर्णांश कभी ऋणात्मक नहीं होता है। इस प्रकार, [0९ # प्राप्त करने 
के लिए हम 08 » के पूर्णाश तथा अपूर्णाश ज्ञात करके उन्हें जोड़ देते हैं। 
उदाहरण ]] 0४2 59273 का पूर्णाश ज्ञात कीजिए। 


हल हम दी हुई संख्या को मानक रूप में निम्न प्रकार रखते हैं 


39273 रू 5.9273 ५ 0# 
]08 59273 5८ ॥08 [5.9273 * 0/] 


न 08 07+08 5.9273 
न 4+0९8 5.9273 
इस प्रकार, ।08 59273 का पूर्णाश 4 है| 
उदाहरण 2 08 0.00253 का पूर्णांश ज्ञात कीजिए। 
हल ॒स्पष्टतः 0.00253 < 2.53 « 07 
अत: 08 0.00253 का पूर्णाश -3 है। 


प्रश्नावली 4.4 
निम्नलिखित संख्याओं के लघुगणक का पूर्णाश ज्ञात कीजिए : 
. 3862 2, 38.62 3. 90 4. 8 
5. 0.376 6... 0.0056 7... 0.00023 8. 555.2 


9. 4.385 0. 27.3 
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4.6 लघुगणकीय सारणी 

संख्या के लघुगणक का अपूर्णाश ज्ञात करने के लिए इस पुस्तक के अन्त मे उपलब्ध लघुगणक 
सारणी का प्रयोग करते हैं| हम देखते हैं कि सारणी की प्रत्येक पंक्ति दो अंकीय संख्याओं 0, 
4, ।2 . ..ढ.99 से प्रारम्भ होती है तथा स्तम्भ के शीर्ष (ऊपरी भाग) पर एक अंकीय संख्या 0, , 


2, 3, .. .,9 हैं | सारणी के दायीं ओर का भाग, जिसे औसत अन्तर (्रा४-07&:०॥०८) कहते 
हैं, में नौ स्तम्भ हैं जो शीषक [, 2, ..., 9 द्वारा वशाए गए है (सारणी 4. में यह भाग देखिए) | 


सारणी 4. 


7033 | 7042 | 7050 | 7059 ।23 [345 | 678 























किसी संख्या के लघुगणक, यथा ॥6९ 5.423, के अपूर्णाश ज्ञात करने के लिए हम 
निम्नलिखित विधि का प्रयोग करते हैं। 


. हम दी हुई संख्या के दशमलव बिन्दु पर ध्यान नहीं देते हैं। 
2. तब दी हुई संख्या के प्रथम दो अंक जैसे 54 को सारणी के बॉँयें स्तम्भ शीर्षक ।र में पढ़ते हैं। 
3. हम संख्या 54 से प्रारम्भ होने वाली पंक्ति में शीर्ष 2 वाले स्तम्भ को पढ़ते हैं। यह संख्या 
7340 अंकित है। (सारणी 4.]) 
4. हम इसी पंक्ति में और दी संख्या के चौथे अंक अर्थात्‌ शीर्ष 3 वाले स्तम्भ को पढ़ते हैं, यह 
संख्या 2 है | 
5. दो प्राप्त संख्याओं का योग अर्थात्‌ 7340 + 2 « 7342, संख्या के लघुगणक का अपूर्णाश 
अर्थात्‌ 7342 है| 
दी हुई संख्या के लघुगणक को प्राप्त करने के लिए पूर्णाश तथ अपूर्णाश जोड़कर अंतिम 
उत्तर प्राप्त करते हैं। इस प्रकार, 08 5.423 < 0.7342 क्योंकि 5.423 का पूर्णाश शून्य है। 
संख्या के लघुगणक को प्राप्त करने का कार्यकारी नियम संक्षिप्त रूप में निम्नांकित है : 
. दी हुई संख्या # को मानक रूप में लिखिए, यथा #<#)2< 07, | € % < 0, 
2. इस मानक रूप से [08 # का पूर्णांश # अर्थात्‌ 0 का घातांक देखिए। 
3. उपर्युक्त समझाये गये नियम के अनुसार 08 # सारणी से देखिए। 
4. ]08 ४ 5/7 + 08 # लिखिए | 
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यदि संख्या ४ का पूर्णाश 2 है और अपूर्णाश .433 है, तो हम पाते हैं ॥08 # + 2+ -433 
जिसे हम 2.433 लिख सकते हैं। फिर भी, यदि किसी संख्या # का पूर्णाश, मान लीजिए -2 
है और अपूर्णाश .423 है तो हम पाते हैं ॥08 7 5-2 + .423. इस स्थिति में हम -2 के लिए 
2 लिखते हैं और इस प्रकार [08 75 2.423 >> -(.5877) पाते हैं। 


टिप्पणी यहाँ ध्यान देना चाहिए कि सारणी से प्राप्त मान पूर्णतः शुद्ध नहीं हैं। वे निकटतम मान 
हैं, यद्यपि हम समता का चिन्ह प्रयोग करते हैं जिससे यह अनुभूति हो सकती है कि वे पूर्णतः 
शुद्ध मान हैं। 


उदाहरण 3 ॥02 873 ज्ञात कीजिए। 


हल संख्या 873 का मानक रूप है 
]873 < 03,6 |.873 
008 (873) ८ 08 (03 ८ .873) 
न 0९8 03 + [6९ .873 
- 3+]0९8 .873 
अतः ]08 (873) का पूर्णाश 3 है। 


हम 08 873 का अपूर्णाश ज्ञात करने के लिए लघुगणकीय सारणी की सहायता लेते हैं। 
हम शीर्षक ३ वाले बाईं ओर के स्तम्भ में 8 के सम्मुख पंक्ति देखते हैं। संख्या का तृतीय अंक 
7 होने के कारण हम पहले से प्राप्त पंक्ति में प्रविष्टि (॥॥/४) को ढूँढ़ते हैं | संख्या 7 के नीचे 
88 के सम्मुख वाली पंक्ति में 278 है| चौथा अंक 3 है, अतः: हम इसी पंक्ति में औसत अन्तर 
(70९क्षा-पशशि०१९८७) के शीर्ष 3 अंकित स्तम्भ के नीचे प्रविष्टि ढूँढ़ते हैं जो कि 7 है। दोनों 
प्रविष्टियों का योग अर्थात्‌ 278 + 7 5 2725 है। 


॥॥ 


इस प्रकार ]08 873  3.2725 
उदाहरण 4 |0९ 82.29 ज्ञात कीजिए | 
हल संख्या 82.29 का मानक रूप है 
82.29 < 0! *< 8.229 
]08 82.29 का पूर्णाक | है। 
अब हम लघुगणक सारणी की पंक्ति में 82 तथा स्तम्भ 2 के नीचे देखते हैं और प्रविष्टि 


संख्या 949 पाते हैं। हम इसी पंक्ति में आगे बढ़ते हैं और औसत अन्तर स्तम्भ 9 के नीचे संख्या 
5 पाते हैं। इस प्रकार 949 में 5 जोड़ कर 954 प्राप्त करते हैं। 


अतः ]09 82.29 - .954. 
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उदाहरण 5 ॥०४ 0.000438 ज्ञात कीजिए। 
हल 0.000438 का मानक रूप 0»4,38 है। 
इसलिए 08 (0.000438) « -4 + 02 4.38 


॥09 (0.000438) का पूर्णाश -4 है। उपर्युकत दोनों उदाहरणों में चर्चा की गई विधि से हम 
[08 4.38 का अपूर्णाश .645 ज्ञात करते हैं। इस प्रकार हम पाते हैं 


_4+ .645 - 4 ,645 


002 (0.000438) -< 
- - (3.3585) 
प्रश्नावली 4.5 
लघुगणक सारणी का प्रयोग करके निम्नलिखित संख्याओं के लघुगणक ज्ञात कीजिए 
.. 380 2, 7835 3, 2.70 
4: 34.5 5. 3.32 6. 0.527 
7... 0.002 8. 0.000379 9. 0.0000379 
0. 2576 


4.7 प्रतिलघुगणक (&॥्रध0822४ं00७) 


अभी तक हमने संख्या के लघुगणकः ज्ञात करने की विधि सीखी है। अब हम उस संख्या 
को ज्ञात करना सीखेंगे जिसका लघुगणक दिया हुआ है। किसी दिये लघुगणक की संगत संख्या 
को उसका प्रतिलघुगणक कहते हैं| इस हेतु हम पुस्तक के अंत में उपलब्ध प्रतिलघुगणक 
सारणी का उपयोग करते हैं । 


कल्पना कीजिए 028 # 5 2.7253: 


४ ज्ञात करने के लिए, प्रथमत: हम 08 # का अपूर्णाश भाग अर्थात्‌ .7253 लेते हैं। 
प्रतिलघुगणक सारणी में अब हम इस संख्या का प्रतिलघुगणक देखते हैं जो कि लघुगणक 
सारणी जैसी ही है। प्रतिलघुगणक सारणी में पंक्ति .72 के सम्मुख स्तम्भ 5 के नीचे 
: प्रविष्टि 5509 है और अंतिम अंक 3 के लिए इसी पंक्ति में स्तम्भ 3 के नीचे औसत अन्तर 
4 है। इस प्रकार सारणी से योगफल 53॥3 प्राप्त होता है। क्योंकि पूर्णाश 2 है, संख्या का 
भा (प्रतिलघु) 0::८% के रूप का होना चाहिए जहाँ #, । तथा 0 के बीच स्थित है 
इसलिए, 3 अंकों के बाद दशमलव बिन्दु लगाना चाहिए। अतः 2.7253 का प्रतिलघुगणक 
(धा0१9) 53.3 है। 
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उदाहरण 6 ४॥0९ 0.200। ज्ञात कीजिए । 


हल दी हुई संख्या का पूर्णाश शून्य है | हम अपूर्णाश .200 पर विचार करते हैं। प्रतिलघुगणक 
सारणी में .200] के संगत संख्या 585 है। क्योंकि पूर्णाश शून्य है, .200। का प्रतिलघु 00)<# 
के रूप का होनां चाहिए जहाँ #, | तथा 0 के बीच स्थित है और इस प्रकार इसके पूर्ण भाग 
में एक अंक है। अतः दशमलव बिन्दु एक अंक के बाद लगाना चाहिए। 


अतएव था॥08 .200। - .585 है। 
उदाहरण 7 थगञ08 2 .2935 ज्ञात कीजिए । 


हल दी हुई संख्या का अपूर्णाश .2935 है। .29 के सम्मुख पंक्ति के स्तम्भ 3 के नीचे प्रविष्टि 
963 है। अंतिम अंक 5 के लिए औसत अन्तर 2 है, इस प्रकार से हम 965 प्राप्त करते हैं। 
पूर्णाश -2 है। अतः थरा08 (2.2935) - ,965 ५ 0*- .0965 है। 


उदाहरण 48 ४7008 (- .2467) ज्ञात कीजिए । 
हल चूँकि अपूर्णाश ऋणात्मक (-.2467) है अतः पहले हम इसे धनात्मक बनायेंगे। 
जैसे -.2467 5 2 .7533 


इस प्रकार, धनात्मक अपूर्णाश 0.7533 है। अब .75 के सम्मुख पंक्ति के स्तम्भ 3 के नीचे 
प्रविष्टि 5662 है। उसी पंक्ति में औसत अंतर स्तम्भ 3 के नीचे 4 है | इस प्रकार, सारणी से प्राप्त 
प्रविष्टि 5666 है। क्योंकि पूर्णाश 2 है, अतः क्रात08 (-.2467) - .05666 है। 


प्रश्नावली 4.6 

सारिणयों का प्रयोग करके निम्नलिखित संख्याओं के लघुगणक (08५70॥9) ज्ञात कीजिए : 
4. 3 2, 3.]4 3. 3.48 4... 0.532 
5, 0.05432 6. 0,005 7. 0.0000528. 8, 2837 
9. 8.23 0, 67.77 

॥02 » ज्ञात कीजिए, यदि » बराबर है 
॥. । 2, 0.0। 3. /0 4., 0.0087 
5. 0.0728 

निम्नलिखित में से प्रत्येक का प्रतिलघुगणक (४७४ [08५707) ज्ञात कीजिए : 
]6. .3076 ॥7. 2.585] 8, 4.585] 9... 585] 
20. 2 .686] 2., -(4,9272). 22. 4.8863 23. 0.49 


24. 3 .2346 25, - (0.724) 26, - (2.554) 
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4.8 लघुगणक के अनुप्रयोग 


गणितज्ञ लाप्लास (.0॥|४००) का निम्नलिखित प्रसिद्ध कथन गणित में लघुगणक के 
अनुप्रयोग की महत्ता दर्शाता है। उनका कथन है कि लघुगणक की खोज से गणनायें छोटी 
हो जाती हैं, महीनों में की जाने वाली गणनाएँ छोटी होकर केवल कुछ दिनों में हो जाती 
हैं। इस प्रकार, गणक के जीवनकाल को दुगुना कर देती है। आइए, देखें कि लघुगणक से 
गणनाएँ कैसे छोटी होती हैं। यहाँ हम निम्नलिखित क्षेत्रों में लघुगणक के अनुप्रयोगों पर विचार 
करेंगे : 
4.8. संख्यात्मक गणनाओं में लघुगणक के अनुप्रयोग: 
उदाहरण 49 3.62 »८ .296 को सरल कीजिए | 


हल मान लीजिए कि ४< 3,62 ८ ,296 


त्तो ७8 + | 08 (3.62 » .296) 
- [0०8 3.62 + 028 .296. (लघुगणक के प्रथम नियम द्वारा) 
तो 008 3.62 5 0.5587, 
008 .296 5 0.26 
इसलिए, 07 + < 0.673 


अतः ४ ८ धा॥।]02 (0.673) ८ 4.69] 


(2.3)/5 ५८ (.23)४ 


उदाहरण 20 ज्ञात कीजिए ता 


5 3 
(2.3)2 » (.23)? 


हल मान लीजिए »« 0|.2)» (23.8) 


5: 3 
(2.3)? »(.23)2 


तो ०85 > स्‍०8 | तऊरछठक 


3 
प्र ज्राण्ड 2,.]3 + 3758 ].23 -08 4.2 - 08 23,6 


अब 092 2.3 


न्‍ 0.820, 


88 गणित 


3 
3०8 .23 5 0.3485, 
[089 |.2 ८5 .0492, 
]0४ 23.8 < ,3766 
इसलिए 08% 5 2.53005 
0 800 82 
या ४ 5 0.03389. 


209 ४393 
उदाहरण 2॥ ज्ञात कीजिए <2: 2९2४9 


5755 
9 ०39.3 
हल मान लीजिए + - कहकर 39.3 
हि 
29.52<67.8:< (39.3) * 
त्तो ]008 0 5 [(09 57.55 


॥ 
5. 40ट 29,5 + 08 67.8 + 5708 39.3 - 08 57.55 


2 
अब 02 29.5 5८ .4696 
02 67.8 5 .83॥2, 
[ 

ठ् ]08 39.33 < 0.7972, 

08 57.55 5 .760[ 

इस प्रकार 00782 5 2,338] 
इसलिए ४ < 2]7.8. 


4.8.2 चक्रवृद्धि ब्याज की गणना में लघुगणक का अनुप्रयोग 


उदाहरण 22 यदि 5 वर्ष के लिए 572 रु की धनराशि, को 0% चक्रवृद्धि ब्याज की दर पर 
लगाया जाए और ब्याज प्रतिवर्ष संयोजित किया जाए, तो बताइए कि 5 वर्ष के अन्त में कूल 
कितना धन प्राप्त होगा | 


हल हमें चक्रवृद्धि ब्याज़ का सूत्र ज्ञात है : 


| 
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॥7 
]+ 224 
00 | 


जहाँ ? मूलधन, # प्रतिशत ब्याज़ की दर, # वर्षों की संख्या और & अन्त में प्राप्त राशि है। 
ह यहाँ 7 < 572 रु, # ८ 0, 85 5 


इस प्रकार & 


अब 082 ४ 


572 ॥$ पक 

-- 572 (.)# 

5. 08 572 (.])४ 

5 02 572 + 5 02 (.) 

5 2.7574 + 0.2070 <- 2.9644 


अतः & न धगा0९ (09 8) 5 भा।।02 (2.9644) ८ 92.2 


इस प्रकार, अभीष्ट राशि & - 92.20 रु (लगभग) 


उदाहरण 23 यदि 750 रू, 9 प्रतिशत वार्षिक ब्याज़ पर 0 वर्ष के लिए निवेशित किया जाए तो 
(०) चक्रवृद्धि ब्याज ज्ञात कीजिए जबकि ब्याज प्रति वर्ष संयोजित होता है। 


ठः छा 


) चक्रवृद्धि ब्याज ज्ञात कीजिए जबकि ब्याज प्रति छमाही संयोजित होता है। 
) (४) तथा (9) के मध्य अन्तर ज्ञात कीजिए । 


हल (७) सूत्र के प्रयोग से 


2 
हम पाते हैं. & 
तो 702 ७ 
अब [028 750 

क्‍02 .09 

0 072 .09 

तो [02 ७ 
इसलिए 


ए(+2 

[पक 

750 (+.09)/0 - 750 (.09)/0 
[02 750 + 0 02 .09] 
3.2430 

0.0374 

0.3740 


3.670 
धा।092 3.6]70 - 440 


अत: अमीष्ट ब्याज - 440 रु - 750 रु - 2390 रु 


५0. गणित 


(ख) ब्याज, अर्द्धवार्षिक चक्रवृद्धि है, दर प्रति आवर्त 4.5 है तथा परिवर्तित आवर्त 20 हैं। 


इस प्रकार 4 
तो [09 & 
अब 20 02 .045 
08 750 
इस प्रकार, [6९ /& 
इससे प्राप्त होता है. & 
इसलिए / 
अतः ब्याज 


750 (+.045)70 - [750 (.045)20 

008 [[750 (.045)20] - 09 750 +20 0£ (! .045) 
0.3820 

3.2430 

3.6250 

धा[09 3,6250 < 427 

427 

0-7? 42]7 रु - 750 रु ८ 2467 रू 


(0 अन्तर (()-(७)) ८2467 रु- 2390 रु"-77 रु 
इसलिए अर्द्धवार्षिक संयोजित चक्रवृद्धि ब्याज, वार्षिक संयोजित चक्रवृद्धि ब्याज से 77 रु 


अधिक है | 


4.8.3 जनसंख्या वृद्धि की गणना में लघुगणक का अनुप्रयोग 


मान लीजिए किसी वर्ष के प्रारम्भ में जनसंख्या ९, हो तथा अचर वार्षिक वृद्धि दर #% हो | चूँकि 
वृद्धि की माप उस वस्तु के बढ़े हुए परिमाण का प्रारम्भिक परिमाण से अनुपात है, तब अनुपात 


ि दल | 
डे 





() 


एक वर्ष में वृद्धि है जहाँ 7 किसी विशेष वर्ष के अन्त की जनसंख्या है| हम अनुपात ([) 
को वृद्धि की दर कहते हैं। 


इस प्रकार, वृद्धि की दर > वृद्धि प्रति वर्ष 
वृद्धि की दर को प्रतिशत में व्यक्त करते हुए अर्थात्‌ 


पवन हे 


यदि द् 
५ कि] 


या ऐे 


॥ 


] 


/ा 


00 


क[ 


2 
+ ्छ ] 


जहाँ वृद्धि दर # % प्रतिवर्ष है। 
इस प्रकार, एक वर्ष बाद जनसंख्या है 
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९, [! के ) 
दो वर्ष बाद हम पाते हैं 
हे टे 
(५ [060 | '"-- इत्यादि 
यदि # कोई धन पूर्णाक हो, तो # वर्ष बाद जनसंख्या होगी, 


7, > रि का 


उदाहरण 24 99। की जनगणना के अनुसार दिल्‍ली की जनसंख्या 9.4 »«0” थी। यदि 2% 
प्रतिवर्ष की दर से जनसंख्या बढ़ती है तो 200 में जनसंख्या क्या होगी ? 


इसी प्रकार, 7. ८ 


हल यह प्रश्न 2% की दर से चक्रवृद्धि की स्थिति जैसी है। अतः हम सूत्र 


जा का 


प्रयोग करेंगे। 


यहाँ ९, 9.4» 707, /- 2, ४5 0 और 7,, ८» (मान लीजिए) दिल्ली की 0 वर्ष के 
अन्त में जनसंख्या है। 


]08 
न 9.4» 07 (.02)/0 
दोनों पक्षों का लघुगणक लेने पर, हम पाते हैं 


| ]0 
इस प्रकार » ८ 9.4%07 (नह) 


08 » 5 ]0१ [9.4 % 07% (.02)!0 
- 08 (9.4 » 070 + 08 (.02)70 
5 08 (9.4 » 00) +0 028 (.02) 


क्योंकि 08 (9.43८00)) < 7.973] 
तथा 0098 !.02 < 0.0860 
इसलिए 058 » 5८ 8.059[ 


अतः » > बागी०08 (8,059]) < .46 »< 08 


५ 


9०. गणित 
4,8.4 मूल्य के अवमूल्यन की गणना में लघुगणक का अनुप्रयोग 


हम जानते हैं कि किसी वस्तु का मूल्य टूट-फूट के कारण समय के साथ घटता रहता है। इस 
वस्तु के मूल्य में हुई सापेक्ष कमी को अवमूल्यन (१७)००॑थांणा) कहते हैं। दूसरे शब्दों में, 
अवमूल्यन को क्षय ऋणात्मक वृद्धि कहते हैं। 


प्रति इकाई अवधि अवमूल्यन को अवमूल्यन की दर कहते हैं। 
इस प्रकार, यदि ५, प्रारम्भिक मूल्य है और अवमूल्यन की दर #% प्रतिवर्ष है तो वर्षो 
के पश्चात्‌ मूल्य 
7 ष 
४ स ४॥ (्त, होगा। 


उदाहरण 25 एक मशीन 20000 रु में खरीदी गई | इसका अवमूल्यन 5% वार्षिक की दर से 
होता है, जबकि प्रत्येक वर्ष के अवमूल्यन का परिकलन उस वर्ष के आरम्भ के मूल्य पर करते 
हैं। बताइए कि 7 वर्ष के बाद उस मशीन का घटा हुआ मूल्य क्‍या होगा? 

हल अवमूल्यन की दर 5% वार्षिक है। 


यदि वर्ष के आरम्भ में, मशीन का मूल्य । रु हो तो वर्ष के अन्त में उसका घटा हुआ मूल्य 


5 कट 
॥ लत | रू होगा | इस प्रकार, 7 वर्ष के पश्चात्‌ | रु का घटा हुआ मूल्य - [! को )] रु 


मशीन का क्रय मूल्य - 20000 रू 
मान लीजिए मशीन का 7 वर्ष के अन्त में घटा हुआ मूल्य » रु है, तो 


5 प्र 
४ + 20000 । - कह] रु 

20000 (-0.05)7 

+न. 20000 (.95)7 
तो 008५ [0९9 [20000 (.95)7 

<. 02 20000 + 7 0९₹ .,95 

<. 4.300+7% .9777 

5. 4,300+ .8439 - 4.]449 
इसलिए. £ शा।08 (4.449).- 3990 (लगभग) 
अतः अभीष्ट घटा हुआ मूल्य - 3990 रु (लगभग) 
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उदाहरण 26 अवमूल्यन द्वारा एक ऑटोमोबाइल का मूल्य वर्ष में प्रारम्भ के अपने मूल्य का 20% 
कम हो जाता है। यदि एक ऑटोमोबाइल का प्रारम्भिक मूल्य 36000 रु था तो पाँच वर्ष के अन्त 
में इसका मूल्य बताइए | 


हल मान लीजिए 5 वर्ष के अन्त में अवमूल्यन के बाद मूल्य . रु हो तो सूत्र के प्रयोग से 


हा | / १(॥ 
४. न 30 [06 
हि 
ज0 [00 


प्रारम्भिक मूल्य ४0. 5 36000 र 


5 वर्ष के अन्त में अवमूल्यन के बाद मूल्य 


207 
इस प्रकार >> “<- 36000 [! न] 
-. 36000 (-.29 - 36,000 (.8)# 
दोनों पक्षों का लघुगणक लेने पर हम पाते है 
]008 > 5८ |0९₹ [36000 » (.8)] 
| ]092 36000 + 5 02 0.8 
5 4.5563+5%( .903॥) 
न 4.5563+ ( .5[55) 
- 4.078 
अतः << धाप08 4.078 < [,800 रु. (लगभग) 


प्रश्नावली 4.7 
लघुगणक का प्रयोग करके निम्नलिखित की गणना कीजिए : 


] 
4, 38.720.002] 2. (3.77 »0.573 


0.089 0038)2.93 
हि ञर (3,598): « (4.52)7 
3. (38.56) »«(79.38) 4. कि कत़ 
(64.25) +८ ३5 25 


(हर (45.4)? 
। (3.2) ५ (6.5)) 


94 गणित 
6. 25000 रु का एक निवेश 9 प्रतिशत प्रतिवर्ष चक्रवृद्धि ब्याज कमाता है| 5 वर्ष के अन्त में निवेश 
का मूल्य क्‍या होगा? 


7. बताइए 35000 रु की धन राशि कितने वर्षों में दुगगी हो जायेगी जब कि धन 4% प्रतिवर्ष पर 
निवेश किया गया है और ब्याज चक्रवृद्धि अर्द्धवार्षिक संयोजित होता हो । 


8. एक नई कार का क्रय मूल्य 3.7: 07 रु है। एक बीमा कम्पनी नियम के अनुसार भविष्य में किसी 
नियत समय के लिए इसका मूल्य परिकलित करती है। पहले दो साल में कार का अवमूल्यन 5% 
प्रतिवर्ष की दर से होता है, और उसके पश्चात्‌ 0% प्रतिवर्ष की दर से हो तो कार का 5 वर्ष 
के बाद मूल्य ज्ञात कीजिए | 


9, हरियाणा की जनसंख्या 99] जनगणना के अनुसार !7.8 /: 40” थी । यदि हरियाणा की 
जनसंख्या में वार्षिक वृद्धि दर 2.5% हो तो 0 वर्ष बाद इसकी जनसंख्या ज्ञात कीजिए | 

0, किस वार्षिक चक्रवृद्धि ब्याज की दर से 00 रु की राशि 3 वर्ष में 25 रु हो जायेगी जब कि ब्याज 
प्रतिवर्ष संयोजित होता है? 


विविध उदाहरण 
उदाहरण 27 « का मान बताइए यदि 058 ,४5८308 | )'- ठ्राण्ट ह 
जहाँ 6> 0, 6>], ४» > 0 तथा 2> 0. 


हल लघुगणकों के नियमों को प्रयुक्त करने से हम पाते हैं 


॥ 
3]0९ ४ - ठ ]08 (८ 


]08 4 


ने 
पु 


या ॥098 (5 5 [09९ | कक 


समान आधार पर संख्याओं के लघुगणक की समता का अर्थ इन संख्याओं की समता से है। 


ते 
इस प्रकार, 00 का 





ध 


उदाहरण 28 2000 रु० की 9 % वार्षिक से किसी निश्चित समय का चक्रवृद्धि ब्याज 2589.00 
रु है जब कि ब्याज वार्षिक संयोजित होता है तो समय अन्तराल ज्ञात कीजिए | 


हल धनराशि & - (2000 + 2589) रु - 4589 रू 
इस प्रकार, हम पाते हैं 7 - 2000 रु०, / + 9% वार्षिक , 
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57 07 
* 5 #[०पह)] 


589 ला 
4 तर 6 


45689 


या जाहह 5५ (7090 () 
() के दोनों पक्षों का 08 लेने पर हम पाते हैं 
]02 4589 - 082000  - 7४0?2 ।.09 
या 3,668 - 3.3070 < 7 > 0.0374 
या 0.3608 < 7 >< 0.0374 
या ४ 5 9.6 (लगभग) 


अतः, लगभग 9.6 वर्ष में 2000 रु की धन राशि का 9 % वार्षिक की दर से चक्रवृद्दि ब्याज 
2589 रु होगा। 


अध्याय 4 पर विविध प्रश्नावली 
निम्नलिखित में से प्रत्येक का मान बताइए : 
]. 08|9 0859 


(पक. | शिलर| 
४325 + ४545 
3, ज्ञात है कि 08 2 5 0.300 तो ॥08 4 तथा 0९ 8 का मान ज्ञात कीजिए। 


] 
4, यदि ]08 ४5 2008 3 + वु ०8 5-०8 7, तो + ज्ञात कीजिए | 


2. 0९8 


" ]7* ३250 
5. व्यजंक &5-------+- का लघुगणक ज्ञात कीजिए | 
४3],45 


6. एक धन राशि चक्रवृद्धि ब्याज से 2 वर्ष में 0000 रु तथा 3 वर्ष में 0948 रु हो जाती है। 
यदि ब्याज वार्षिक संयोजित होता है तो धनराशि एवं वार्षिक ब्याज ज्ञात कीजिए। 


7. एक गोले की निकटतम त्रिज्या ज्ञात कीजिए जिसका आयतन 39.9 सेमी? है। 


५०७ गणित 


8. 57मी, 63 मी, और 45 मी भुजाओं वाले त्रिभुज का क्षेत्रफल हैरों (प्र७णा) के सूत्र का प्रयोग 
करके ज्ञात कीजिए। 


9, 85000 रु मूल्य की एक मशीन के मूल्य में प्रतिवर्ष इसके प्रारम्भिक वर्ष के मूल्य का 4% 
अवमूल्यन होता है। 4 वर्ष बाद मशीन का मूल्य बताइए। 


0. किसी कल्चर (०॥॥४७) में बैक्टीरिया की प्रति घण्टे वृद्दि की दर इसकी प्रारंभिक घंटा पर 
जो भी संख्या थी उसका 4% है। यदि कल्चर में एक दिन प्रातः 8 बजे बैक्टीरिया की मूल 
गिनती .5)< !0? थी, तो दोपहर 2 बजे बैक्टीरिया की गिनती बताइए | 


]।. ।99। की जनगणना के अनुसार भारत की जनसंख्या 8.4» 0” थी और प्रत्येक वर्ष के 
प्रारम्भ की जनसंख्या की 2% वृद्धि होती है। 20 में जनसंख्या बताइए। 


ऐतिहासिक पृष्ठभूमि 


सामान्यतः लघुगणक की खोज का श्रेय स्काटिश गणितज्ञ जॉन नैपियर (॥0॥ [पिफ्ञांध) 
(550-67) को प्राप्त है। लैटिन में प्रकाशित 'भारायटा 068श77७007/ 
(४४0०श६ 0४580श०१0' जिसका अर्थ है 'लघुगणक के आश्चर्यजनक नियमों का 
विवरण' में अपने परिणामों को प्रकाशित करने से पूर्व उन्होंने इस खोज पर 20 वर्ष तक 
कार्य किया। अपने अन्वेषण की घोषणा करते हुए नैपियर ने कहा “गणित के प्रिय 
विद्यार्थियों, बड़ी संख्याओं का गुणा, भाग, वर्ग तथा घन निकालना जिसमें अत्यधिक 
समय के अतिरिक्त अगेक अनिश्चित भूलें होती हैं, गणितीय अभ्यास के लिए 
कष्टसाध्य हैं। इसलिए मैंने अपने ग्स्तिष्क में सोचना प्रारम्भ किया कि किश 
निश्चित और सुविचारित क्षत्रा द्वारा इग अवरोधों को दूर किया जा सके। इसीलिए 
लघुगणक के आविष्कार से गणनायें न तो अत्यधिक कठिन ही हैं, और न पीड़ा 
दायक ही, अर्थात्‌ अत्यधिक सरल हो गई हैं।” लंदन में नैपियर के समकालीन गणित 
के प्रोफेसर हेनरी ब्रिग्स (॥00५ 8/7229$) एक माह तक स्काटलैण्ड में नैपियर के साथ 
विचार-विमर्श में सम्मिलित रहे। उसके परिणाम स्वरूप “साधारण लघुगणक* का 
उदभव हुआ जो नैपियर के मूल विचार का सरलीकरण है और नैपियर ने स्वयं भी इस 
पर विचार किया था। आज भी लघुगणक जटिल गणितीय गणनाओं को सरल करने की 
सुविधाजनक सर्वमान्य विधि है। 


सम्मिश्र 


सख्याए 0 के के... उककअहं+ अआ 
((0४॥९"॥७ ४0४१४) 


5.। भूमिका 


स्मरण कीजिए कि वास्तविक गुणांकों ७, 9, ८ वाले द्विघात समीकरण 
व + 9/+ ८८0, 0 (!) 
का हल वास्तविक संख्याओं ४, तथा ., जहाँ 


-09+ १/ आह हब 2 _ 4६2 कं *. -0+- ५७००-३९ 2 46८ 


द्वारा प्राप्त होता है, यदि 9?- 46८ » 0 हो | परन्तु #7-46९० <0 के लिए हम () का वास्तविक 
संख्याओं के समुच्चय में हल नहीं पाते हैं क्योंकि प्रत्येक वास्तविक संख्या का वर्ग ऋणेतर (0॥ 
700४४५४८) होता है। ऋणात्मक विविक्तकर (कांइल्गांगभा।) के लिए (]) के हल की गणितीय 
आवश्यकता हमें एक नये प्रकार की संख्याएँ, नामतः सम्मिश्र संख्याएँ (0०णा]७ गणाए&४$), 
की ओर वास्तविक संख्या पद्धति का विस्तार करने हेतु प्रेरित करती हैं जिनसे ऋण संख्याओं 
के वर्गमूल प्राप्त किए जा सकते हैं| आइए, हम एक सरल द्विघात समीकरण 

४72+95-0 (2) 
के हल पर विचार करें। इसका हल 

४<८7+3४-] है। 

हम कल्पना करें कि -] का वर्गमूल, जो संकेतन / से निरूपित है, एक काल्पनिक इकाई 

(ग्बश्ला।क्ए पं) है। इस प्रकार, दो वास्तविक संख्याओं, ८ तथा 6, के लिए हम एक नई 
संख्या ४+ 79 बना सकते हैं। यह संख्या ४+ ४9 एक सम्मिश्र संख्या कहलाती है। सभी सम्मिश्र 
संख्याओं को समुच्चय 0 से प्रदर्शित किया जाता है। अतः, वास्तविक संख्याओं से सम्मिश्र 
संख्याओं की संकल्पना (००॥०८०) का विस्तार किसी भी बहुपदीय समीकरण का हल प्रदान 
करता है। संकेतन ॥ को गणित में सर्वप्रथम विख्यात स्विस गणितज्ञ लियोनर्ड आयलर 
(6०4 00०) (!707-783) ने 748 में प्रयुक्त किया क्योंकि संभवतः / लैटिन शब्द 
॥एशशाशांए़ का प्रथम अक्षर है| 


98 गणित 

इस अध्याय में हम, सम्मिश्र संख्याओं का आलेखीय निरूपण, सम्मिश्र संख्याओं का 
बीजगणित और उनके मूल निकालने का अध्ययन करेंगे। 
5.2 सम्मिश्र संख्याएँ 
हम देख चुके हैं कि एक सम्मिश्र संख्या +78 के रूप में एक संख्या है जिसमें 4 तथा ४ 
वास्तविक संख्याएँ हैं तथा / एक काल्पनिक इकाई है जिसका प्रगुण /१--] है। 

दी हुई एक सम्मिश्र संख्या॥+ 79 में ८ को इसका वास्तविक भाग तथा 9 को काल्पनिक 
भाग कहते हैं। 

सम्मिश्र संख्याओं के कुछ उदाहरण हैं : 


नि + 4 2, 4+ 7, - 
ध्यान दीजिए कि (3 -72 में ,/3 वास्तविक भाग तथा -2 काल्पनिक भाग है, और इसी 
प्रकार अन्य | 
एक सम्मिश्र संख्या को अकेले अक्षर जैसे 2, # आदि से निरूपित किया जाता है। 
2<“4+ #/ के वास्तविक तथा काल्पनिक भाग 
6</?९6 : तथा 8 - पा 7 


से निरूपित किये जाते हैं। यदि 90, तो संख्या 4+70-8 पूर्णतः: एक वास्तविक संख्या है 
तथा यदि ४८0, हो तो संख्या 0+79 5-79 एक काल्पनिक संख्या है। 

दो सम्मिश्र संख्याएँ 2, 56, + 70, वेंधा 3, 5०; + 70. समान होंगी यदि उनके वास्तविक 
तथा काल्पनिक भाग पथक-पृथक समान हों। दूसरे शब्दों में 

2(5 22 यदि और केवल यदि 6| ८6; तथा 9, 58, | एक सम्भिश्र संख्या £ शून्य कहलाती 
है यदि इसके दोनों वास्तविक तथा काल्पनिक भाग शून्य हों। दूसरे शब्दों में 


250+49-0 यदि और केवल यदि 6-0 और 98 < 


यह भी ध्यान देना चाहिए कि क्रम संबंध “बड़ा है” और “छोटा है” सम्मिश्र संख्याओं में 
परिभाषित नहीं है। असमता (#०१ए्शव०५) जैसे / > 0, 3+7< 2 आदि अर्थहीन हैं । 


यदि ६८ 4४४, तो संख्या 6-77 को ४ + ॥0 का सम्मिश्र संयुग्मी (०णा[प्रष्ट४०) या 
साधारणत: संयुग्मी कहा जाता है और £ से निरूपित किया जाता है। 
उदाहरण निम्नलिखित को सम्मिश्र संख्याओं के रूप में लिखिए | 


0) 2 (7) 4- /-5 


प्ग 2 त्+ 


सम्मिश्र संख्याएँ. 99 


हल 0) #/-2शत /-शि 5 /-] * शि ४५27 
(0) 4- #-5 5 4- ४-४5 
तू 4-३] २६54-४३ ३४5 
उदाहरण 2 निम्नलिखित संख्याओं के वास्तविक तथा काल्पनिक भाग लिखिए : 
(6) 2-४ 2 () बे 
हल (0४) मान लीजिए 552 -7 2 
१६ ४८ 2, [0 2 5-2 


(४) मान लीजिए 2८ रा गा 


5 


२९ / ८ 0, वा] 7 ८ ता 


उदाहरण 3 ८ तथा ४ ज्ञात कीजिए ताकि 22+742 और 27 एक ही सम्मिश्र संख्या प्रदर्शित 
करें | ह 
हल हम ऐसे ८ तथा £ ज्ञात करना चाहते हैं जिससे 
26+ 749 -50+ 72 
दो सम्मिश्र संख्याओं की समानता की परिभाषा से, हम पाते हैं 
26<« 0, 49-2 
या ध<0, 0 ठ 
उदाहरण 4 2+75,- 6-77, ,/3 के सम्मिश्र संयुग्मी ज्ञात कीजिए । 


हल परिभाषा से, संयुग्मी, सम्मिश्र संख्या के काल्पनिक भाग के चिन्ह को बदल (अर्थात्‌ - 
को + या + को-) कर प्राप्त किया जाता है। अतः अभीष्ट संयुग्मी 2-75, -6+77, , हैं। 


अभ्यास 5.| 
निम्नलिखित को सम्मिश्र संख्याओं के रूप में लिखिए : 
3. ० -१6 2. 4+ यु 3: जज 


४3. ४-2 
हक 3 5. ४५, (४> 0) 6. -#+ (-वैंब८ , (६,० > 0) 


.400 गणित 


निम्नलिखित सम्मिश्र संख्याओं के वास्तविक एवम्‌ काल्पनिक भाग लिखिए : 


४7 ॥2 । 
५ - स्तन कलर न ,. न -+द5कद 9, बट] + ४_-9 
0 आग की हक 
42 
0. ३ + >> . 7 42, 37 
76 
निम्नलिखित सम्मिश्र संख्याओं के संयुग्मी लिखिए : 
83. 3+। 44. 3-। 5. -७४5 -//7 
ह ही 
6. -॥# ५5 ॥7. < 8. 49- 5 


» तथा » के मान बताइए यदि 
9., 450 + 7 (3..- 9) 5८ 3 - 7 6 
20. (3:-2)+7(7-25) 50 


॥ फ्ुाा ४ (2४5 - ४2 


5.3 सम्मिश्र संख्या का आलेखीय निरूपण (("+क्पांटव एा'९इशारओरीणा ए ३ (णएफ।९ष 
शधधाएश') 


पुनः स्मरण कीजिए कि #09 तल में एक बिन्दु अपने » तथा » निर्देशांक द्वारा अर्थात्‌ वास्तविक 
संख्याओं के एक क्रमित युग्म (५, )) द्वारा अद्वितीय रूप से ज्ञात किया जाता है। सम्मिश्र 
संख्याओं को एक तल के किसी बिन्दु से 
उसी प्रकार संबंधित किया जाता है जैसे 
वास्तविक संख्याओं के क्रमित युग्म से, 
जिससे वास्तविक संख्याओं के क़मित युग्म 
(, »)) के समुच्चय तथा सम्मिश्र संख्या 
+४+ ४9 के समुच्चय में एक-एक संगतता 
होती है। यह क्रमित युग्म क्‍यों है? क्‍योंकि 
क्रम महत्वपूर्ण है, उदाहरण के लिए क्रमित 
युग्म (2, 3), सम्मिश्र संख्या 2+ 73 के 
संगत है और क्रमित युग्म (3, 2) सम्मिश्र 
संख्या 3+72 के संगत है, जो 2+73 से 
भिन्‍न है। आकृत्ति 5. 


है 4 






की (20) 






(3 


सम्मिश्र संख्याएँ  0। 


इस प्रकार, प्रत्येक सम्मिश्र संख्या ४+ 79 को #09५ तल में ज्यामितीय रूप से अद्वितीय 
बिन्दु ? (७, )) (आकृति 5.।) से दर्शाया जा सकता है जिसमें « निर्देशांक इसके वास्तविक भाग 
और » निर्देशांक इसके काल्पनिक भाग को प्रदर्शित करता है। 


» अक्ष पर स्थित बिन्दु (७, 0) सम्मिश्र 
संख्या ४+70 अर्थात्‌ वास्तविक संख्या » को 
प्रदर्शित करता है और प्रत्येक वास्तविक संख्या 
इस अक्ष पर एक बिन्दु को प्रदर्शित करती है। 
अतः: » अक्ष, वास्तविक अक्ष कहलाती है| वास्तव 
में, धनात्मक वास्तविक संख्याएँ [२४४० 0, » अक्ष 
के धन भाग पर बिन्दुओं द्वारा प्रदर्शित की जाती 
हैं जबकि ऋणात्मक वास्तविक संख्याएँ अर्थात्‌ 
/6८< 0,» अक्ष के ऋण भाग पर बिन्दुओं द्वारा 
और वास्तविक संख्या 0 मूलबिन्दु द्वारा प्रदर्शित 
की जाती हैं | 









सम ट2<0 
गा 2> 0 


२७2 <0 
[छा 2<0 


फ्ा 


आकृति 5.2 


| ८ 2>0 
गाड>0 


रह 250 


पा 25 0 


७ पि०2> 0 
[ञ2<0 


इसी प्रकार, » अक्ष का बिन्दु (0, ») सम्मिश्र संख्या 0+79, अर्थात्‌ काल्पनिक संख्या 9 
को निरूपित करता है| इसलिए, »- अक्ष काल्पनिक अक्ष कहलाती है। सभी काल्पनिक संख्याओं 
को इस अक्ष पर एक बिन्दु द्वारा निरूपित किया जाता है। वास्तव में धनात्मक काल्पनिक 


संख्याएँ अर्थात्‌ 7 2 > 0, » अक्ष के धन भाग पर 
बिन्दुओं द्वारा प्रदर्शित की जाती हैं ऋणात्मक और 
काल्पनिक संख्याएँ [7 2 < 0, ऋणात्मक >अक्ष पर 
प्रदर्शित की जाती हैं (आकृति 5.2) | 

सम्भिश्र संख्या से संबंधित प्रत्येक बिन्दु वाला 
तल सम्मिश्र संख्या तल (या सरल सम्मिश्र तल) 
कहलाता है| तल के बिन्दुओं द्वारा सम्मिश्र संख्याओं 
का यह निरूपण आर्गण्ड आकृति (#एथा० 
१४हभा) कहलाता है | स्पष्टत:, वास्तविक संख्याओं 
तथा काल्पनिक संख्याओं के प्रत्येक का समुच्चय 
सम्मिश्र संख्याओं का उपसमुच्चय है। 

मूलबिन्दु से बिन्दु 7(»,)) की दूरी सम्मिश्र 
संख्या :5८»४+ 9 का मार्पाक (#0व%7ए8) 
(४४७४०ए८ ५व्ाप्र७) परिभाषित है और इसे ।8£। द्वारा 

. निरूपित किया जाता है (आकृति 5.3) | 


९८ 
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अर्थात्‌ ॥2। 5 (४ + 9) 
सम्मिश्र संख्या £ का संयुग्मी £ बिन्दु ? द्वारा निरूपित किया जाता है जो #-अक्ष के 
सापेक्ष ए के सममित है अर्थात्‌ ? का »-अक्ष के सापेक्ष दर्पण प्रतिबिम्ब ?' है (आकृति 5.3)। 
हम प्रेक्षण करते हैं कि 


टच | 





» + हे का _ ४-2 
(0) >> रि९ ०८ तर () ४#ज वह ८ ज्ठाः 
कं) 2४ 5 | ४22 हु 
उदाहरण सम्मि > संख्या को ् थ्र 0 (2,3) 
दाहरण 5 श्र संख्या 2+ /3 को एक 8(0,3) ढं 


बिन्दु द्वारा सम्मिश्र तल में निरूपित कीजिए | 


हल सम्मिश्र संख्या 2+ 3, >-निर्देशांक 
(८ (2+ 73) 5 2 तथा +- निर्देशांक < 
]॥ (2+7 3) - 3 द्वारा एक बिन्दु से प्रदर्शित 
करते हैं] बिन्दु & (2, 3) वास्तविक संख्याओं 
की धन -अक्ष पर 2 इकाई तथा काल्पनिक 
संख्याओं की धन $-अक्ष पर 3 इकाई द्वारा 
चिन्हित है (आकृति 5.4)। इसी प्रकार, आकृति 
544 में, बिन्दु 8 शुद्ध काल्पनिक संख्या ।3या 
0+7४3 को प्रदर्शित करता है। अतः हम 
बिन्दुओं 0, 9, 8 को भी इसी प्रकार अंकित 
कर सकते हैं जो क्रमशः (-2 +/), (2- /) 
तथा (-2-8 3) के संगत हैं । 


॥ 





आकृति 35.4 


प्रश्नावली 5.2 


निम्नलिखित संख्याओं और उनके सम्मिश्र संयुग्मियों को एक सम्मिश्र तल पर अंकित कीजिए और 
उनके निरपेक्ष मान ज्ञात कीजिए : 


4. 4-3 2. >3+/35 उ. 5 4. 


शक 4. मी, 
6. ,+-3 ॥ चुत कै उठ लेजि - अ3 0. । 


4. उन सभी सम्मिश्र संख्याओं को सम्मिश्र तल पर अंकित कीजिए जिनके निरपेक्ष मान 4 हैं। 


सम्मिश्र संख्याएँ  ॥03 
5.4 सम्मिश्र संख्याओं का बीजगणित 
हम अब सम्मिश्र संख्याओं के जोड़, घटाव, गुणा तथा भाग की संक्रियाओं का अध्ययन करेंगे | 
5.4.] सम्मिश्र संख्याओं का योग दो सम्मिश्र संख्याओं 2/5०|+॥2, तथा 2, 5 ४)+३ 8, का 
जोड़ एक सम्मिश्र संख्या (6|+4,) + / (9,+ 9.) अर्थात्‌ 
2 + 29 ८ (ध|+ 0) + (8/+ 9, ) 5 (७३+ ०) )+४ (७ + 2.) 
के रूप में परिभाषित है | 
अतः यह देखते हैं कि दो सम्मिशत्र संख्याओं के जोड़ के वास्तविक तथा काल्पनिक 
भाग, उन संख्याओं के वास्तविक से वास्तविक तथा काल्पनिक से काल्पनिक भागों को 
जोड़ने से प्राप्त होते हैं। 
उदाहरण 6 (७) (3+77)+(4+75) ८ (3+4)+7 (7+5)-7+/ 2 
6) (3-/4) +73 3+ (-4+3) 5 ]3- ४ 
सम्मिश्र संख्याओं के योग की संक्रिया में निम्नलिखित प्रगुण होते हैं : 


0) संवरक ((॥0०४०८) : परिभाषा से, दो सम्मिश्र संख्याओं का योग एक सम्मिश्र संख्या होती 
है। अतः, सम्मिश्र संख्याओं का समुच्चय जोड़ संक्रिया के अंतर्गत संवरक है। 


॥ 


(0) क्रम विनिमेय (2०0प्रगणाभ्रीश८) नियम : दो सम्मिश्र संख्याओं 2। > 4 + 7 ४ तथा 
225 ०+/४4 के लिए, हम पाते हैं 


ड[+ 22 रू (ध+रं०)+ (०+रंध) र (४+ ८) + (०७ + ४) 
2 + 56] रू (८+/व)+(४+ 709) 5(०+ 4)+ / (०+ ४) 
लेकिन हम जानते हैं कि दो वास्तविक संख्याओं का योग क्रम विनिमेय है। 
इस प्रकार 6+८<&८७+ध,9+ >> ध्+ 09 
इसलिए 2|+ 225 22+ 2 
अत्त: सम्मिश्र संख्याओं का योग क्रम विनिमेय है। 
0) साहचर्य (4&०८४८४४८) नियम : तीन सम्मिश्र संख्याएँ लीजिए 
ड[4+ ३89 , 2250+ रब, 2३ 5०+ रण 
: हम पाते हैं 2 + 22 5 (७+ ८) + ३ (9 + 4), ९, + 5३ 5 (०+ ८)+ ४ (#४+/) 
([+ 22) + 53 5 [ (६+८)+८]+२ [(8+ 4) +/] () 
तथा 5+(६2+ 29) 5[०+(०+०)]+7[8+(४+/)] (2) 
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वास्तविक संख्याओं के योग के साहचर्य नियम से हम जानते हैं कि 

(६+८)+ ९८ ध+ (०+ ०), (9+ ८) + 5८#9+ (४+/) 
इस प्रकार, (॥) तथा (2) का अर्थ है 

(2 + 22) + 23 5 5| + (22 + 249) 
अतः सम्मिश्र संख्याएँ योग के साहचर्य नियम का पालन करती हैं। 
(09) योगात्मक तत्समक अवयव (०00९० 40० ८व्याथा) : मान लीजिए 6+7 ४9 
योगात्मक तत्समक अवयव है, अर्थात्‌ 

(2४+ 9) + (8+ 79) 5 + /ई४ 
इससे प्राप्त होता है 

(४+६)+ 7 (५+ 0) 5++ ४४ 
अर्थात्‌ . इ+व5+0, #+ 95५ 
अर्थत्‌ू ०50, 850 ह 
अतः योगात्मक तत्समक अवयव, सम्मिश्र संख्या 0+70 है जिसे सरलता से 0 लिखते हैं। 
(४) योगात्मक प्रतिलोम (७१0॥/ए७ ॥ए७४८) : मान लीजिए £-4+ 79 एक सम्मिश्र संख्या है 
“ और इसका योगात्मक प्रतिलोम, #«८+ ४4 हो, तो 

५+॥7-०0 अर्थात्‌ (+78)+ (०+[ंध) ८ 0 
अर्थत्‌ू. (४+८)+४(9+4)50+70 
अर्थात्‌ ६+0९<८ 0तथा 8+6४<0 
अर्थात्‌ ०--4 तथा 5-8 
अतः #४-८+[ध<+-ध+ ३ (9) <- 6-79 -<+-2८ 
इस प्रकार 2+ (८-5) 5-४+ 55८0 बे 
चूँकि इन दो सम्मिश्र संख्याओं का जोड़, योग का तत्समक अवयव है, अतः वे एक दूसरे के 
योगात्मक प्रतिलोम हैं। 

इस प्रकार, उपर्युक्त 6) से ()) तक सिद्ध किया जा चुका है कि सम्मिश्र संख्याओं में योग 

की संक्रिया संवरक, क्रम विनिमेय, साहचर्य है, तत्समक अवयव रखती है और 0 के प्रत्येक 
सदस्य का योगात्मक प्रतिलोम है। 


# ८ मिल 2 की 5 
उदाहरण 7 9300 0 0 पक एल का योग ज्ञात कीजिए | 


सम्मिश्र संख्याएँ  05 
हल योग के साहचर्य नियम के प्रयोग से, हम पाते हैं 


(8.4)(०ह ३०४ 


उदाहरण 8 -5 +77 का योगात्मक प्रतिलोम बताइए | 


हल मान लीजिए 2-5 + 7 7. योगात्मक प्रतिलोम -<, £ के चिहन परिवर्तन करने से प्राप्त होता 
है। अर्थात्‌ -ट5८ 5-४7. 


5.4,2 सम्मिश्र संख्याओं का व्यवकलन (शाफफन्नलांणा) 


हम जानते हैं कि दो सम्मिश्र संख्याओं 2, और 2, के लिए एक ऐसी सम्मिश्र संख्या £ संभव है 
जिसके लिए 
2।+ 522 - यह संख्या ४, 22 - 5 से निरूपित की जाती है। 


मान लीजिए डक ध + 79, 22 5 2+ ४ तथा 2->+ 79, 


तब ढक 2 83 यों (ध+7/0)+ (ज + 79) 5 ८+ ४ 
अर्थात्‌ (६८+०)+ ४ (७+ 9) +८+ व 
अर्थात्‌ .. ध+2520,9+> ने 


इस समीकरण निकाय का अद्वितीय हल 
४>८-०, $9< ८-9 है। 
इस प्रकार 5८ (८-८) + ४ (४-४) 
निष्कर्षतः, अन्तर 2,-<| सदैव संभव है जहाँ 
शत 22-52] 5(०+ रथ) - (6 + 70) 5 (०-४) + 7 (४-०), () 
 जिससे- सम्मिश्र संख्याओं के घटाव का नियम प्राप्त होता है। 
उदाहरण 9 सम्मिश्र संख्याओं ६; +-3+72 तथा 2, - 3 -7 का अन्तर ज्ञात कीजिए | 
हल समीकरण (|) के प्रयोग से . 


ब््-्श (3-7 ) - (-3 + 72) 

(3 - (-3)) + (-- 2) 6 - 3 

5.4.3 सम्मिश्र संख्याओं का गुणन : दो सम्मिश्र संख्याओं 2, (४+४४) तथा 2,(८ ८+३४ ८) का 
गुणन एक सम्मिश्र संख्या के रूप में परिभाषित है जो इन दो संख्याओं के गुणा द्वारा द्विपद की 
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भाँति बीजगणित के नियमों का पालन करते हुए तथा /* को - से प्रतिस्थापित करके प्राप्त 
किया जाता है। हम पाते हैं 

[40 त. (ध+ ३9) (८+ रबी > बट रब + 72 + व 

न. (६०- एव) + 7 (धरध+ 0८) 

उदाहरण 40 2+/73 को 5+४4 से गुणा कीजिए। 
हल (2+3)(5+74) 5 (2»5-3%»4)+7 (2>%4+ 32 5) 
(]0- ]2) + 7 (8 + 5) ७८ “2 + ४ 23 
उपर्युक्त गुणा की संक्रिया में, हमने गुणा ॥. के लिए संक्षिप्त संकेतन ४2 प्रयुक्त किया है इसी 
क्रम में हम / की विभिन्न घातों के लिए संक्षिप्त सूत्र देना चाहेंगे। 

जल. अर्थत्‌ू. स> -[.४-] 5-] 
इस प्रकार 8-[2,->-नं 


और इस प्रकार अन्य: । 


क्या आप ॥ की उपर्युक्त घातों में प्रतिरूप (7७7) देखते हैं? । की प्रथम चार घातें 
बिल्कुल भिन्‍न हैं, लेकिन इसके बाद 4 के क्रम में पुनरावृत्ति होती है। उदाहरणतः ॥#/7 <6, < 
क्योंकि 7, ॥# की घात है इसलिए | के बराबर हुई, /2 < -४ और इस प्रकार अन्य | 
इस प्रकार, किसी पूर्ण संख्या £ के लिए 

६ ब्ड ], पक] - पं 
6+2 ल्‍ +, धक ले बः ननं 


उदाहरण 4| दिखाइए 72 + ॥/3 + [4 + |5 - () 
हल हम पाते हैं 


/2+ 3 + [6 + 5 -- ] +7-] -/50 


आइए, सम्मिश्र संख्याओं के गुणन के गुणधर्मों का अध्ययन करें| 
0) संवरक परिभाषा से दो सम्मिश्र संख्याओं का गुणन एक सम्भिश्र संख्या है। अतः, सम्मिश्र 
संख्याओं का समुच्चय गुणा के अंतर्गत संवरक है। 


() क्रमविनिमेय नियम दो सम्मिश्र संख्याओं 2/5०४+ ## तथा 2, 5 ८+ 7 के लिए, हम पाते 


सम्मिश्र संख्याएँ 07 


2| 2025 (ध+ 76 ) (८ + व) ८ (वर - 24) + # (धर्ध+ 8८) पु () 
22 2] 5 (८+ रंग) (6 + 70 ) + (८६ - 40) + 7 (८० + बंध) (2) 


लेकिन ०, £, ८, ८४ वास्तविक संख्याएँ हैं, इसलिए 


धट- एव > टव + ध?, ध्र्ध + 605 0०8 + बंध, (3) 


समीकरण (]) , (2) तथा (3) से निष्कर्ष निकलता है कि 5| 2,5४४ अर्थात्‌ सम्मिश्र 
संख्याओं का गुणन क्रम विनिमेय है। 


(॥) साहचर्य नियम तीन सम्मिश्र संख्याएँ 2[८०+ 8, 2, 5 ८+ 76, 2३८०+ तथा उनके 
गुणनफल (522) 23 तथा 5। (5० 2३) पर विचार कीजिए, हम पाते हैं 


(८। 22) 24 | [((०+ 78) (८ + 74)] (०+ ४) 
नस. [(ध2८- 04) + # (६ + 2८)] (०+ ४) 
न. (धट८- 04) ४+३ (धर्ध+ 92) ०+ 7 (४८ - 94)/+ 7? (६६ + ४८) / 
न. (ध८९- 0वं९ - धर्ध[- 0९) +॥ (धध९+ 9८९ + वर्टा- ४4/) () 


इसी प्रकार, 2] (2 23) " (ध+३२8) [(०+ ३४ ) ( ४+ ४ )] 


ना. (ध८९ - वर्धा 0द- 24०) + 7 (ध९[+ ६६८९ + 92९ - 94 ) (2) 


इस प्रकार, (]) और (2) से निष्कर्ष निकलता है 


(25.) 25 + 2 (०० 23) 


अतः, सम्मिश्र संख्याएँ गुणा के साहचर्य नियम का पालन करती हैं। 


(09) गुणात्मक का तत्समक अवयव (५पराएऑट्थाए८३6०धा५) मान लीजिए कि ०+79 का 
गुणात्मक तत्समक अवयव (८+ 4) हो, त्तो 


अर्थात्‌ 
अर्थात्‌ 
अर्थात्‌ 
अर्थात्‌ 


चूँकि 


इसलिए 


(६ + 72) (८० + व) 5 (6 + 72) (सभी सम्मिश्र संख्याओं के लिए) 

(ध८- 024 ) +  (धर्च.+ 292) 5 ६ + 79 

धट- 96 > 6, धर्ध + 0८ 5 & 

4 (८-) # 0 () 
29(८- ) ८ 5 (2) 


समीकरण () तथा (2) के दोनों पक्षों को क्रमशः 6 तथा & से गुणा करके जोड़ने पर, हम 
पाते हैं 


(८ + 82] (८- ) 5 0 
०८2 + 92 # 0 , इस प्रकार ८ - 
वं-0 


)08 गणित 


इस प्रकार, टकाधजऊ व कफ 
अतः सम्मिश्र संख्या |।+40, णिसे साधारणतः | लिखा जाता है, गरुणात्मक तेत्समक 
अवयव है, | 
अर्थात्‌ [.(+77)<(ध+ 79 ).] > 6 + 0 
(९) गुणात्मक प्रतिलोम (४०॥ए॥८४॥४० ग्राएथ5८) एक सम्मिश्र संख्या #, सम्मिश्र संख्या 
£ का गुणात्मक प्रतिलोम कहलायेगी यदि 2४ | हो | 2 का गुणात्मक प्रतिलोम # है तथा इसे 
£' से निरूपित किया जाता है। 
मान लीजिए :८४+॥।४ एक सम्मिश्र संख्या है और ॥/&८+[4, इसका गुणात्मक प्रतिलोम 
है, तब 
0 ८ 
अर्थात्‌ (6 + 70) (८ + ध) & + 7.0 
अर्थात्‌ (0 - 9धी) +# (ध६4+ 0८) 5८ | + 7.0 
अर्थात्‌ चट-ंवी 5८ । (|) 
धढ्+#८.. 5 0 (2) 
समीकरण (]) तथा (2) के निकाय के हल का अस्तित्व है जो निम्न है: 
+ 75 पड १5 नर 
(47 +0897) (४८ +687) 
हम, इस प्रकार, देखते हैं कि किसी भी सम्मिश्र संख्या £5०+79# 0 का गुणात्मक प्रतिलोम 
# (- 2?) का अस्तित्व है जो निम्न प्रकार है 


८ जबकि ८? + ४2 # 0 


न्‍ हक हर 6-० /9) ठ ठः हु न 
को 4 


ना >> जन नम बन 
०4+9* ०0/+08* +0 |£2। 








2 के गुणात्मक प्रतिलोम को इसका व्युत्क्रम (2८८/४०८०/) भी कहते हैं और इसे रे द्वारा 


निरूपित किया जाता है। इस प्रकार, हम निष्कर्ष निकालते हैं कि सम्मिश्र संख्या 0 के 
अतिरिक्त प्रत्येक सम्पिश्र संख्या का गुणात्मक प्रतिलोम होता है जिसे »&! से निरूपित 
किया जाता है जबकि 2 7! - ! 


उदाहरण 2 -3+ 4४ का गुणात्मक प्रतिलोम ज्ञात कीजिए। 
हल मान लीजिए 2--3 + 4 


- 3. हि. अप 202 कल लि मम 
तो, ४ क 7 ठ+ाह 7 ठ5 55 


सम्मिश्र संख्याएँ  09 
(५) बंटन नियम (80797 0०.89७) हम जाँच करते हैं कि कया सम्मिश्र संख्याओं में गुणन 
के योग पर बंटन नियम अर्थात्‌ 
2|( 22+ 23) तट 224 2] 235 (८ + 22023 ल 2] 23 + 20 24 
का पालन होता है। 
आइए, हम सम्मिश्र संख्याओं 2|>4+ 79, 22 5०+ रंक्ष्तथा 5, ८ ९+ ए पर विचार करें, हम 


पाते हैं 


2 (22+ 24) (६ + 70) [(८+ व) + (० + ()] 
न (६+ ३४9) [ (८+ ८)+३ (४+/)] 
5 [६(0+०)-४०(२+7)]+/[4 (४+/)+929(८+०)] 
व. (ध20+ ध९- 04- 27] + 7 (धर्व + ध[+ 920 + 2८) 
न. [(ध८+- 04) +| (बर्द+ 70)] + [(ध९ - 0/) + 7 (र्दा[+ 7८)] 
ू 222 + 2 24 
इसी प्रकार 
(([+ 22023"  [(ध+#0)+ (८+ 74)] (० + 7) 
८ [(6+८)+॥#(9+ थ)] (४ + 7/)] 
८5 [(४+८)०-(०9+ 4)/]+ 7 [(४+८)/+ (9 + 4)८]) 
न. [ध6€+ ८९- ए- दी ]+ 7 [+ दर[+ 9०+ 4८] 
- [(४०- 2/) +३ (रा + 9८)] + [(८०- ०) + 7 (६/+ ८८)] 
स 2[23+ 52 25 
अतः हम निष्कर्ष निकालते हैं कि सम्मिश्र संख्याओं का समुच्चय बंटन नियम का पालन 
करता है। 
5.4.4 सम्भिश्र संख्याओं में भाग संक्रिया 
हम जानते हैं कि सम्भिश्र संख्याओं ८ और ४, 0 के लिए एक ऐसी सम्मभिश्र संख्या £ का 
अस्तित्व है ताकि 


द््त्थ्यछ (() 
यह संख्या 2, हे द्वारा निरूपित है, तथा सम्मिश्र संख्या ४ का 2, (#0) से भाजन, कहलाती 
ह 


है। वास्तव में सम्मिश्र संख्याओं का भाजन, गुणन संक्रिया की प्रतिलोम संक्रिया है। दो सम्मिश्र 
संख्याओं के भागफल ज्ञात करने की विधि निम्नवत्‌ है: 


आइए हम दो सम्मिश्र संख्याओं £/5०+३४9 और 2,5 ०+ ३4, पर विचार करें, हम पाते है 


]0 गणित 


_ 40 _ (4+72)(0 77४) अंश व हर में 2, से गुणा करने पर) 
6कांत.. (ट+ध)(८-ंध) | 


आओ 
७ कि 


हि न न 2 ) हम  यब -- का ) (2) 
(८ +) (८+वध) 


गरम हैँ 2४ कीजिए 
उदाहरण 3 सम्मिश्र संख्याएँ ८. 53+7 तथा 2, 5 + दी हुईं हैं, भागफल हु ज्ञात कीजिए। 
ई। 


हल सूत्र (2) का प्रयोग करते हुए, हम भागफल पति हैं 


(/+7) (3-7) _ 4472 
(3+)(3-0 .  9+] 


| न 





2 
पा] 


वी हि] 
कक ॥ज> 


कल मल 
385 


0] 


उपर्युक्त चर्चा से, हम देखते हैं क्रि योग, घटाव, गुणा तथा भाग के सभी नियम जिनका 
वास्तविक संख्याओं के प्रान्त (०0गथ्ंम) के लिए पालन होता हैं, वे सम्मिश्र संख्याओं के लिए . 
भी सत्य हैं। इन संक्रियाओं से हम विचार सकते हैं कि सम्मिश्र संख्याएँ, वास्तविक संख्याओं का 
व्यापक रूप हैं और वास्तविक संख्याऐं, सम्मिश्र संख्याओं की विशेष स्थिति की भाँति समझी जा 
सकती हैं। इसी कारण से सम्मिश्र संख्या +70 जो क्रमित रूप में (७, 0) लिखी जाती है को 
वास्तविक संख्या ८ के रूप में पहचाना जा सकता है तथा सम्मभिश्र संख्या 0+7# जिसको क्रमित 
युग्म के रूप में (0, 9) लिखा जाता है, काल्पनिक संख्या 79 के रूप में पहचानी जाती है। 


उदाहरण 4 सम्मिश्र संख्याओं _ /3-+./- 2 तथा 243 -- का योगफल तथा गुणनफल ज्ञात 
कीजिए। 


हल मान लीजिए 5, +-४३+४-2 5 -४3+४४2 
और तु च्तः 203 ध्य। 
तब 2+22 न (-४+४2)+(2४3-/) 


न (-५३+2५3)+7(४2 -)- ४३ +(४2- |) 
ट52 न (-५+४2) (2४१ -7) 
८ (-6+४2)+(४१+2४/6) 


५ ः 2+ं हर 
उदाहरण 45 सम्मिश्र संख्या तड्ातरत को +४+ 79 रुप में लिखिए । 


सम्मिश्र संख्याएँ ।।। 





है पी _ 2+7 _ (2+7) (3+/) 

हल ः (।+) (]-72) | उठ छठ-)ठ577 
_ उका5 | 7 
दे ]0 2 2 


उदाहरण 6 2+ 7.3 का गुणात्मक प्रतिलोम ज्ञात कीजिए। 


हल मान लीजिए 2 5 2+7,3 तो / >2-79५953 





इसलिए 2 ८ 22 व 
इस प्रकार, 2+/ 3 का गुणात्मक प्रतिलोम निम्नवत्‌ है 
6 02 2 
2 || 7:57, ४] 


प्रश्नावली 5.3 


निम्नलिखित प्रश्न | से 27 तक प्रत्येक में निर्देशित संक्रियाएँ कीजिए तथा उत्तर को ४+ [9 के रूप 
में लिखिए 


| 
व... (207 2... (80) के ॥ 


3, (+7॥ै 4... ++ को 

5, 7?+ 70 + [| कया 6... 7/+ 75+ [2 4 |6 

7. [+/+7/?+ 7 है... है-8 

9... (5 + /4) + (5-४4) 0, -(-+7)+77-5 

ब. 3(0+7)+/(+ ४7) 2. (-/)- (- +6) 

43. हि 4. (7-22)-(4+7)+(-3+/ 5) 
अल त 4, ह 

5. जि 5 (5 ई] 46. 7 +(6+ 3) - (20 + 5)+ (4+ ३४ 3) 

॥7. /३+(४३-।2)- (3-१2) 88. (+2 


49. (7+75) (7-75) 20, 30 (57*) 


)!2 गणित 


| न्‍ [ 
ग्र [277] 22; कि 
2 3 


23. (/6+05)| रढ-पु ] 24. (5 + 79)+ (-3+ ४4) 


38 (०-8) (9 #) 26. | ४5+ हा | (५5-। /)] + (6+75) 


[४2 ++४3+(४2 -।४१)] 
27. [(79५४३)+ (४3-४४) 
निम्नलिखित के गुणात्मक प्रतिलोम ज्ञात कीजिए : 
28, 4-83 29, (४5+3) 30. --ं. 





5.5 सम्मिश्र संख्याओं के कुछ गुणधर्म 


आप पुनः स्मरण कर सकते हैं कि सम्मिश्र संख्या ०+ 79 तथा 4-॥79 एक दूसरे के 
संयुग्मी कहलाती हैं। अब हम संयुग्मियों के कुछ रोचक गुणधर्मों पर विचार करेंगे : 


() एक सम्मिश्र संख्या £ के संयुग्मी का संयुग्मी सम्मिश्र संख्या स्वयं होती है, अर्थात्‌ 





(ह) 5४ 
उपपत्ति मान लीजिए ४८ ६+ ३४ 
तो 2 54-४४, (5) स्ध+ा0च2 
(07) दो सम्मिश्र संख्याओं 2,, 5, के योग का संयुग्मी उनके संयुग्मियों का जोड़ होता है 
अर्थात्‌. 5/+52 58 + 72 
उपपत्ति मान लीजिए ६[-4+३४४ और 2, -८+४4. तो 
2 + 22 5 (६+ ४8) + (०+ /ध) ८ (७ + ८) +४ (9 + 4), 
ड् < 6 -6, 2 नूटनांव॑ 
और 2[+ 22 + (6-9)+ (८-४४) -(६+८)-(9+ 4) 


इस प्रकार 5[+2, +>(ध+८)-#(9+4) - 2। + 22 


सम्मिश्र संख्याएँ [3 

(गा) दो सम्मिश्र संख्याओं 2,, 2, के गुणनफल का संयुग्मी, उनके संयुग्मियों के गुणनफंल 
के बराबर होता है, अर्थात्‌ 229 ८2.5५ 
उपपत्ति मान लीजिए 5[|-६+ ३४, 22 5 ०+ ४4, हैं तो 

2 22 + (ध+ 70) (८ + व) + (ध0०- 0व) + (धर + 2८) . 

ड[ +4-४2, 22 5०-४ंव क द 
और ड। 22 (६-४9) (९०-ंब)- (७८-०4 )- [धर +#८) । ' 
इस प्रकार 222 (६८ 98 )- (४4 +ः 9८) 2| 22 है 


(09) दो सम्मिश्र संख्याओं 2,, 2, (2/#0) के भागफल का संयुग्मी; उनके संयुग्मियों का 





शव | | शव 


भागफल होता है अर्थात्‌ ॥ ] 


उपपत्ति मान लीजिए ६[८०+३ ४, 22 5०+.4, तो रन मम, 
2 __ 4_+79 _ (.+709) (८-ांब) _ बट+#व , वर -#८ ह 


2 टकरांतध (टकांव)(८+ांवी 6+वा हॉ+व 0 किस 


कं ट धट+ व. 6-0८ 
इस प्रकार 2 त् पी 
2 
ही 














८ लावा. 











न । _ 4-7 79 5 (ध-३789) (८ +संध) __ ध०+ए व 3.7 स्व हे ८ ड़ 
है 22. (नंद (८-४ंब)(८+कमंव) <+4ः ८ +4* (६४७ 
आइए, अब हम सम्मिश्र संख्याओं के निरपेक्ष मानों के कुछ गुणधर्मों पर विचार करें 
(५) दो सम्मिश्र संख्याओं ८ तथा 2, के गुणनफल का निरपेक्ष मान, संख्याओं के निरपेक्ष 
मानों के गुणनफल के बराबर होता है, अर्थात्‌ 
(2| 22 | क | 2. 22]! 
'उपपत्ति . पुनःस्मरण कीजिए कि सम्मिश्र संख्या ह के लिए, ८-४7 । हा 


अतः |85३ (829) (४5) + (22) (29). इज कर शु 


+ (ह5)( 2०८22) तट 2, 7 । ४ 
007 शा निंए न 


दोनों पक्षों का वर्गमूल, धन चिहन सहित लेने पर हम पाते हैँ । ह ' लध है 


[दा52 5 2 |. 2) | 


।4 गणित 


(शा) दो सम्मिश्र संख्याओं :| तथा 2, (&0) के भागफल का निरपेक्ष मान, अंश तथा हर के 
निरपेक्ष मानों के भागफल के बराबर होता है। 


ट् [ट 
८ ->, 22 # 0. 


ब्ज्छ 








अर्थात्‌ 


उपपत्ति चूँकि, 45 ऐ |, हम पाते हैं 


| 








ट 
5722 |. 


४ 


छ् 


१ 
(शा)दो सम्मिश्र संख्याओं 2| तथा 2, के जोड़ का निरपेक्ष मान कभी उनके निरपेक्ष मानों 
के जोड़ से बड़ा नहीं हो सकता है, 


अर्थात्‌ * ।2/+<2 || 2] |+|22 | 


2 


अंत प | टर 2 | ध 








इस असमिका को त्रिभुज असमिका कहते हैं। 
उपपत्ति हमें ज्ञात है कि 


2 
| 2/ + 22 | 


(2+८७) (2 + 22) 5 (2+29) (८+29) 

से डा5इ|+ 2 253 + 55 5] + 22 59 

नस शआडटा+2222+(2| 22 +222।) 

न |2|[+29 | +2 र०्टाट () 


एक सम्मिश्र संख्या &+7 » का वास्तविक भाग, उसके निरपेक्ष मान से कभी अधिक नहीं हो 
सकता है क्‍योंकि 

च<5 पटक +97, 
अतः ए० 2 2५ < 2 22 5 दा 23 + |2॥ |22]| ... (2) 
समीकरण (2) को () में प्रयोग करके, हम पाते हैं 

| + छा & | + |2/2 + 2 2 | . | 22| ८ (॥2|| + 220 
अत: धनात्मक वर्गमूल लेने पर, हम पाते हैं, 


(2|+ 23 | & |2|+ | 22 | 


सम्मिश्र संख्याएँ. ॥5 
ज्यामितीय व्याख्या (5००॥क्‍०णंट॥ ग्राश'ए97९४०9/07) 


मान लीजिए बिन्दु ?, 0 सम्मभिश्र तल में क्रमशः: दो 
सम्मिश्र संख्याओं 2 त#<]+ 79], 22 5 32+7 %/ 
को प्रदर्शित करते हैं, जिसको आकृति 5.5 में 
दर्शाया गया है| मूल बिन्दु 0 को बिन्दुओं ए तथा' 
0 से मिलाइए तथा समान्तर चतुर्भुज 0//२0 को 
पूरा कीजिए। आकृति से स्पष्ट है कि २ के 
निर्देशांक (६ + 2७, », + 32) हैं और यह सम्मिश्र 
संख्या (| + 52) + 7 ( »[+ 92) अर्थात्‌ डा+टछ को 
प्रदर्शित करता है। 
2 2 एथा (([+2:) के निरपेक्ष मान ज्यामिति आकृति 5.5 
से निम्न प्रकार हैं: 
5 07 ,। 2, | ५ 00 5 ए₹ तथा 5 + ००5 0₹. 
हम जानते हैं कि किसी त्रिभुज में दो भुजाओं का योग तीसरी भुजा से बड़ा होता है। अतः 
&077 में, हम पाते हैं 
07 € 07 + एर अर्थात्‌ 6 + 22 | € [6 [[+|2/| 


यहाँ समता केवल तभी सत्य हैं जबकि 0, ?, 0 एक सरल रेखा में हैं। इसी कारण से 
सम्मिश्र संख्याओं के निरपेक्ष मानों की असमिका को त्रिभुज असमिका कहते हैं| 

परिमित आगमन द्वारा इस असमिका का # सम्मिश्र संख्याओं तक विस्तार किया जा सकता 
है, अर्थात्‌ # सम्मिश्र संख्याओं |, 2,, 23, - . - , ०, ; के लिए, हम प्राप्त कर सकते हैं 


9०3 ? 





7२(2,+ ») 


40 0746 | € | 2| + | 22 + | 23 | + ...+ | 2, | 


(शा) दो सम्मिश्र संख्याओं 2,, 5; के अन्तर का निरपेक्ष मान उनके निरपेक्ष मानों के 
अन्तर से कभी कम नहीं हो सकता है। 


अर्थात्‌ 5/-2:।| > 5|।-22] 

उपपत्ति मान लीजिए |2/| > | 2,| 

अब 2 # 2[-29+ 2$ अर्थात्‌ 8 € | 6/- 22 | + 2५ | 

इस प्रकार, | 2||-। 22 € |5[-<2| () 
2 तथा ८, को परस्पर बदलने पर, हम पाते हैं 


(82 - 5 & |6/- 2|| 5 2 22) (2) 
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असमिकाओं () तथा (2) को संयुक्त करने पर, हम पाते हैं, 
|| 2| | | 23) | &६ |2| - 23| 
या (री हे 22! के द|- 22] 
ज्यामितीय व्याख्या 
आकृति 5.6 में, 0/ सम्मिश्र संख्या - 2; है 
को निरूपित करता है। 
समान्तर चतुर्भुज 00'२'? को पूरा करके, 
हम पाते हैं कि 
0९ < ६-८), 
(0 
तथा (४ < 07<।३॥| 
एक त्रिभुज की दो भुजाओं का 
निरपेक्ष अन्तर तीसरी से छोटा होता है। 
अतः, ७0२0 से, हम पाते हैं कि 


(0९ > (१२- 00 


अर्थात्‌ 6-2 क ।६-2)। 


सि(2+ 2.) 





(०-2) 


यह असमिका भी त्रिभमुज असमिका कहलाती है। 
5.6 सम्मिश्र संख्याओं का घ्रुवीय रूप (00५ णा) 


मान लीजिए 7? अशून्य सम्मिश्र संख्या :5.४+ ४ ५ 
को प्रदर्शित करता है| मान लीजिए कि दिष्ट रेखा . 
खण्ड 07? की लम्बाई / है और यह ४-अक्ष के धन 
भाग से 6 कोण बनाता है। 9 को रेडियन में मापा 
गया है (2; रेडियन 360" के बराबर होते हैं|) 


हम ध्यान दें कि ? वास्तविक संख्याओं के 
क्रमित युग्म (,, 9) से अद्वितीय रूप से निर्धारित 
किया जाता है। (४, 9) बिन्दु ? के ध्रुवीय निर्देशांक 
कहलाते हैं (आकृति 5.7)| 





सम्मिश्र संख्याएँ ॥7 


हम मूल बिन्दु को ध्रुव (?०८) तथा >-अक्ष की धन दिशा को प्रारम्भिक रेखा (ग्राम 
]70०) [्रुवीय अक्ष) मानते हैं। 
6070 से हम पाते हैं 


ह न 2! 
४जू+ 008 0, /9 7 शी 0 था 6 ८ कल 


इस प्रकार, ४८/ (०08 9 + 7 था। 9) सम्मिश्र संख्या का ध्रुवीय रूप या त्रिकोणमितीय रूप 
है जहाँ #, सम्मिश्र संख्या ८ का मापांक (7००ए४७) या निरपेक्ष मान (॥850प/8 एश४०) कहा 
जाता है तथा 9 सम्मिश्र संख्या 2 का कोणांक (877० या आयाम (॥॥0॥॥708) कहलाता 
है तथा कोणांक < (या धा8 2) से निरूपित होता है। अतः, 


# | 2 5 (+ा | ८ पक की + 9 
तथा 8 5 कोणांक ४5 कोणांक (४ + 79) - शा न 


टिप्पणी एक सम्मिश्र संख्या का कोणांक धनात्मक होता है यदि दक्षिणावर्त (द्ञाप्रटा०ट7एछ/$८) 
दिशा में मापा जाता है अन्यथा ऋणात्मक | संयुग्मी सम्मिश्र संख्याएँ <०४+ 9 तथा ६ 5#-४) 
दोनों के मापांक समान हैं अर्थात्‌ ।। | ४। और उनके कोणांक का निरपेक्ष मान समान है लेकिन 
वे चिन्हों में विपरीत होते हैं 
अर्थात्‌ कोणांक 25- कोणांक ५ 
स्पष्टतः # > 0, और 0 < 69 <2% क्योंकि 9 रेडियन में मापा जाता है। 

हमें #के प्रत्येक धनात्मक मान और 0 और 25% के मध्य प्रत्येक 8 के मान के लिए, सम्मिश्र 
तल में धुवीय निर्देशांक (/, 6) से एक अद्वितीय बिन्दु प्राप्त होता है और विलोमतः, मूल बिन्दु 
छोड़कर तल के प्रत्येक बिन्दु के लिए अद्वितीय ध्रुवीय निर्देशांक (७, 0) होते हैं जहाँ #> 0 तथा 


() € 8 < 24:., 


संख्या ४८ 0 के लिए कोणांक 8 परिभाषित नहीं है तथा मापांक #-0 से यह संख्या 
पहचानी जाती है। ' 
उदाहरण 7 सम्मिश्र संख्या ४० +7४3 को ध्रुवीय रूप में निरूपित कीजिए | 
हल हम पाते हैं &+79« [+ 7%3 

अर्थात्‌ अेझव, आफ 3 


इसलिए +5४०+9 2) -2 
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और ता 0. 5०४32 के 

नौ 

3 निर्देशांक (५ हैँ 
इस प्रकार ? ([+/४3) के घ्रुवीय निर्देशांक [2 | है 
(आकृति 5.8) | 

70 , . . 7 

तथा इसका ध्रुवीय रूप 2 [0० तु +7 97 तर ॥ है। 


यहां यह ध्यान भी दिया जा सकता है कि यदि 
सम्मिश्र संख्या के कोणांक पर प्रतिबन्ध 0 € 8 <2% में 
छूट दे दी जाती है तो 8 अद्वितीय रूप से परिभाषित 
नहीं होता है| संख्या £ के सम्भावित कोणांक निम्नलिखित 
कोण हैं : 


॥ज 





१ 9 4 न््ज़ कक 2 १॥४ 9 9 है! न ् प 2 १ | बप्फ के कक 9, नर 


7फकः 


जहाँ £ स्वेच्छ पूर्णाक 


(आकृति 5.9) | 


रा 





(8) (77) 
आकृति 5.9 

हम प्रेक्षण करते हैं कि एक सम्मिश्र संख्या के रेडियन माप के दो कोणांकों का अन्तर एक 
संख्या है जो 2%7 का अपवर्त्य है। उपर्युक्त उदाहरण में 8,-9, ,47: के बराबर है। 
उदाहरण ]8 सम्मिश्र संख्याओं 2,>-ह४ तथा 2, - के मापांक तथा कोणांक ज्ञात कीजिए | 
हल सम्मिश्र संख्या /5- के लिए, हम पाते हैं 


के पे |» घ्ल्जज्ल्ड अर्थात्‌ हज है। 3 ऐक्डोल5 ] 


सम्मिश्र संख्याएँ  9 


7 
इस प्रकार, #5, 0, 5- 5 (आकृति 5. 0)। 


परिणामतः ।2॥ 5 |, कोणांक 2, 5- 7 + 27 जहाँ # 
एक पूर्णाक है। 
इसी प्रकार |2,| 5 , कोणांक 2, 52 77४, जहाँ & एक 
पूर्णाक है। 

आइए, अब हम ध्रुवीय रूप में दो सम्मिश्र संख्याओं 
८ तथा 2, के गुणनफल पर विचार करें, मान लीजिए मत गा 
दो सम्मिश्र संख्याएँ 2 न 7| (०08 0 + ४ 80 0,), और 
20 5779 (0058 9,+ 7 शा] 8.), हैं तो 





0 शत! 


आकृति 5.0 


2| 22  7| (008 0, +7 शा] 0.) 79 (०08 0, + शी 6,) 


#| 72 [008 9 | ००४ 0, - शांत 9| शं॥ 0.) + 7 (००5 0] श॥ 0, + शं। 0| ०05 6,)] () 
सूत्र के प्रयोग से 

008 (9|+ 9.) 5 ०08 0, ०08 6, - शा। 0| आ। 0, 

आ। (9|+ 0.) 5 शा) 0] ००४ 0, + ८05 0 आ॥ 0,, 
() से, हम पाते हैं 

2| 22 त | 72 [ (०08 (9+ 0,) + 7 आं। (9|+ 0:)] 
अतः ॥822| ८7]/3 | 2| . ४४ पथा कोणांक (522) 5 0, + 0, 5 कोणांक ड़] + कोणांक 2 
दूसरे शब्दों में, दो सम्मिश्र संख्याओं का गुणनफल एक सम्मिश्र संख्या है जिसका निरपेक्ष 


मान उनके निरपेक्ष मानों का ग्रुणनफल है तथा गुणनफल का कोणांक उन संख्याओं के 
कोणांकों का योग है। 


इसी प्रकार, हम तीन सम्मिश्र संख्याओं के लिए सिद्ध कर सकते हैं कि 
[-०2-4३ + |2॥ - |22/| + । 2३ 
कोणांक (&(.०५-2२) 5 कोणांक (5)) + कोणांक (४,) + कोणांक (2,) 
और इस प्रकार अन्य । 
गुणनफल ८, 5, का ज्यामितीय निरूपण 


मान लीजिए बिन्दुओं ?| तथा 7, से सम्मिश्र संख्याएँ 5, 5#] (००४ 6] + ४ भं। 0)) तथा 
22 572 (००8 0, + 7 »॥ 9,) से प्रदर्शित हैं (आकृति 5.) जिसमें 0 मूल बिन्दु तथा | वास्तविक 
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अक्ष पर संख्या ! को निरूपित करने वाला बिन्दु है, तो 
बिन्दुओं 0, ?,, , ७07 के शीर्ष हैं। आकृति 5.]। में 
दिखाए अनुसार कोण 07| को 6 से निरूपित कीजिए । 


रेखाखण्ड 07, से 9, कोण बनाती हई रेखा 0? 
खींचिए और 7, से दूसरा रेखाखण्ड 7.९, 07, से ९ 
कोण बनाता हुआ खींचिए जो रेखाखण्ड 0? को बिन्दु ? 
पर काठता है| 

अब बिन्दु ? सम्मिश्र संख्या 2(2. को प्रदर्शित करेगा 
क्योंकि 

“८?,0-८47?07, 5 0| 





तथा < 70 5 ८ 77?,0- ( 


777 आकृति 5.॥7 


हम पाते हैं कि &07॥, 8077, के समरूप है। 
अत: संगत भुजाएँ समानुपाती हैं| 


अर्थात्‌ पे 
हे है... 
इस प्रकार, 070-/»|72 तथा 4 ?0<:69|+ 0; 
अतः 7? सम्मिश्र संख्या 
#6]#2 [ ०08 (90, + 0.) + ४ श। (0| + 0,)| 5 2 29 
को प्रदर्शित करता है। 
आइए, हम दो सम्मिश्र संख्याओं के भागफल पर विचार करें 


॥(०080, +7 8॥9, ) 
72(00$0, +४ $8॥ 02 ) 


क्षय | , पर 


+22#0 


772 (0050, +४ थां। 0, ) (०050, -४ 87 92 ) 
2 न ४ ढ 
72 (०0803 +7 97 9. ) (०089, -४ 50] 0, ) 


॥ (००80 ०059. + आ। 0 ॥॥ 04 )+(870| ००502 - ०050|»॥ 0: ) 
9 (०087 6, +॥ * 6.) 


| आर] 


ध् पक [008 (9 - 0.) + ४ श। (9 - 0,)], 22 # 0. 


सम्मिश्र संख्याएँ 2 


2 
- का ज्यामितीय व्याख्या 
22 


श्र | [] 


। 


आकृति 5.[2 में, बिन्दु ? सम्मिश्र संख्या >- को 


प्रदर्शित करता है। समरूप त्रिभुजों 072, तथा 
07, से जिसमें 0 |, हम पाते हैं 
07 _00 _[2|_+#॥ 


0 (0०9, 2, 2 


तथा रेखाखण्ड 07 वास्तविक अक्ष से कोण 
(9, - 9, ) बनाता है। 





उदाहरण 49 2 (८०४ 30" + 7 शं॥ 30") को आकृति 5.82 
3(८००४ 90* + 7 9॥ 90") से गुणा कीजिए।. 


हल मान लीजिए 5, 52 (००४ 30 + 7 आ॥ 30) 

और 2 | 3 (008 90? + / घा॥ 907) 

तब 205 र+ 2%3 [008 (30? + 90") + ३ शा। (307 + 907)) 
रू 6[008 [200 + ३ #। 20"| - 


| 6 
. ४ 
इस प्रकार ४ 5/5-3+ ४3४3 (समकोणीय निर्देशांक में) 


उदाहरण 20 2 (८००४ 50* + शत 50”) को 3 (००४ 60" + ञ 60") से विभाजित कीजिए | 
हल मान लीजिए 5, 5 [2 (८08 [50* + शा) 50") 


तथा 22 ८5 3 (०08 607 + 2॥ 607) 
तले /] ]2(20085450९?+/ ॥500?) ८०08 600 -॥# 8॥7 607 
तब हम - म्पा छा जप मा अ कहर पकन्एम रखकर चाहत रएइक 0 मिल 
का 3 (८05 60?+ ३8 शा। 607?) 608 607 -४ थ॥ 60? 


< 4 [०08 (50९ -. 60") + / झंत (50*- 607)] 
- 4 [208 90" + 7 ॥॥ 90%] - 4 [समकोणीय निर्देशांक में] 


322 गणित 


प्रश्नावली 5.4 
निम्नलिखित सम्मिश्र संख्याओं को धघ्रुवीय रूप में बदलिए : 
4, [-ं 2. नाक 3. -+-४ 
4. -3 5. -4+74४3 6. 33% 


कं 
निम्नलिखित सम्मिश्र संख्याओं को कार्तीय रूप ((टआ्ंशा ॥णा7) में बदलिए : 

8, 2 (608 07+ 7 शी 0?) 9. 5 (८०४ 270? + | जा 270?) 0., 4 (००६४ 300? + | 8॥ 3007) 
निम्नलिखित सम्मभिश्र संख्याओं के मापांक तथा कोणांक ज्ञात कीजिए : 





॥. इ७- -३४ ]2, ८०-४3 +। 83. दच न फ 
निम्नलिखित गुणनफलों का ध्रुवीय रूप ज्ञात कीजिए : 
[4... [2 (८058 0? + ४7 0?)] [4 (८०४ 90? + 7 ४7 90०)] 
]5. [2 (०08 2!00 + 7 507 200)] [4 (००४ 20? + 7 छ॥ 207)] 
6... [3 (००5 2257 + 7 श्ञा 2250)] [6 (८०४ 45? + 7 थ। 45%)| 
निम्नलिखित भागफलों को ध्रुवीय रूप में बदलिए 
9 (९००0४ 90? +। ४7 907) 7 (८058 357+7 ४॥357) 
3०० 457 + 8 45% 8... 44 6890747 जरा 90% 


5.7 सम्मिश्र संख्याओं के घात तथा मूल 
पिछले अनुभाग 5.6 से पुनः स्मरण करते हैं कि 
2 & 57] 72 | ०05 (9, + 9.) + ४ शा (0| + 9:)] 


आगमन का प्रयोग करते हुए, दिखाया जा सकता है कि उपर्युक्त सूत्र का विस्तार सम्मिश्र 
संख्याओं की निश्चित संख्याओं के स्वेच्छ गुणनफल तक किया जा सकता है। 


अर्थात्‌ यदि 8, ४७, . .. ,2,,” सम्मिश्र संख्याएँ हों, तब 

5-29. - » 2, त7| 72 - - - #॥ [008 (9, + 0, +. . .+ 0,) + / (9, + 0, +. . .+ 9,2]. (।) 
यदि द[50०595...०४5, ० पैब 0,509, 5. . - 59, 59 तथा 7] 572 7. .८७/४, त£, 
इसलिए समीकरण (!) से 


7! (0087 9+/ शा] # 0), 75 ], 2, 3, . . . (2) 


सम्मिश्र संख्याएँ 23 


(2) में #« | तथा ४८००४ 8 +४ आ। 9 लेने पर, हम पाते हैं 
(८०08 9 + 7 जे 977 ८ ०08 # 0+/# शा) # 0, ॥-८ , 2, 3, ... , ! (3) 
समीकरण (3), धन पूर्णांक घातांक # के लिए, डिमाइवर सूत्र (06 श०॑श्श?5 09) 
कहलाती है। उपर्युक्त सूत्र -0 के लिए स्वतः सत्य है। 
चूँकि न ] 
इसके अतिरिक्त, चूँकि £ -- 


| 


अतः ०८०४१+ ३ शा।] 0) ८-.. 
- ( ) ०८००४9+7 8 0 


0०080- 8 0 
(०0$9+7 श॥ 0) (०08 9-7 8॥ 0) 


र... ८05(-9)+7 87(-9) 


अतः सूत्र (3)8-- के लिए सही है। मान लीजिए # एक ऋण पूर्णांक हो, तथा #<-# जहाँ 
7 > [, तब 

(०05 0+ 7 ध॥ 9)" (०08 0 +/ शा 9)" 
[(०08 8 + था। 9)7]7 < [(०08 (-9) + ४ आं॥ (-9)]" 


008 (-#? 0) + 7 शा। (-+8 0) 


क्योंकि #% एक धन पूर्णांक है, अतः (3) #--# के लिए सत्य है। 
दूसरे शब्दों में, | 
(०08 0 + 7 ॥॥ 0)7 5 008 08 0+ शत] 0, ॥ 5८0, +[,+ 2, . . . के लिए (4) 


इस प्रकार, # के सभी पूर्णाक मानों - धन, शून्य तथा ऋण के लिए डिमाइवर का सूत्र 
सही है। 


टिप्पणी सूत्र (4), जो जन्मदाता डिमाइवर के सम्मान में जाना जाता है, जिसका विस्तार किसी 
वास्तविक संख्या (परिमेय या अपरिमेय) के लिए भी किया जा सकता है। 


सम्मिश्र संख्याओं के मूल ज्ञात करने में भी डिमाइवर का सूत्र प्रयोग होता है। इस प्रकार 
हम एक सम्मिश्र संख्या & के धन पूर्णांक घात # के लिए # वाँ मूल ज्ञात कर सकते हैं। मान 
लीजिए & < ( (००४ ९ + / ४7 ६) 


संम्मिश्र संख्या :८/ (८०४ 8+ 7 शआं। 0) को संख्या 4 का # वाँ मूल कहा जाता है यदि 
ः ज- हर 
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अर्थात्‌ 77 (008 0 + शा 0)" रू 0 (८05 0+# ॥॥ ९) 
या 7? (005 # 0+ 7 ४0 7 6) 5८ 0 (०08 0 + | श। $) 
चूँकि समान सम्मिश्र संख्याओं के मापांक समान होने चाहिए जब कि उनके कोणांक में 
2» का अन्तर होता है, # एक स्वेच्छ पूर्णाक है, हम पाते हैं 
77 - 9 तथा ॥ 85 0 + 277: जहाँ £ एक पूर्णाक है 


ह/ 
अर्थात +5 (9 तथा0 5“ , एक पूर्णाक है 


कथाएं |, + 2॥0/८ 
इस प्रकार, ६८ (क्र न्‍ (कप 


#को 0, |, 2, .. ..४- मान देकर, हम # भिन्न-भिन्न मूल पाते हैं। इस प्रकार, समीकरण 
४" < / के सभी हलों को निम्न प्रकार लिखा जा सकता है : 


३) र्ष्‌। । ( न ) ६०० 700 नल] (5) 


यह ध्यान दीजिए कि (5) में अशून्य सम्मिश्र संख्या के #घात के प्रत्येक मूल का मापांक 
समान ऋणेतर वास्तविक संख्या है लेकिन कोणांकों में परस्पर गा ४६ का अन्तर है जहाँ # कोई 
पूर्णाक है| ऋणेतर सम्मिश्र संख्या के # वें मूलों की संख्या # होती है । 

(5) से यह निष्कर्ष निकलता है कि ८, |, . .  4,_] सम्मिश्र तल के संगत ऐसे बिन्दु हैं 
जो (० तिज्या तथा 2-0 केन्द्र वाले वृत्त के अंतर्गत # भुजाओं से बने समबहुभुज के शीर्ष हैं। 

अब हम इन परिणामों का प्रयोग सम्मिश्र संख्या के वर्गमूल तथा घनमूल ज्ञात करने में 
करेंगे | 
मान लीजिए 4८ 0 (०08 ९ + / शा $ ), ० 70 < 0 < 7 ह 
मान लीजिए 6 के दो वर्गमूल ७, ७, हैं। सूत्र (5) का प्रयोग करते हुए ७,, ७,, £ 50, | के 
लिए निम्नवत्‌ हैं: 


कि 528 
00 5८ ० 008 2 +ई ओ। 2 


७0, ८ शत | ध +४ |: च्शाा | ः्ु >- 0 (फट का ४०१) 
यदि 65, तब 9 5< तथा $ 5०0, इस स्थिति में 

00| 5 [, तथा ७. ८-। 
: अर्थात्‌ । के दो वर्ममूल । तथा -। हैं। 
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इकाई के धनमूल ज्ञात करने के लिए, हम पाते हैं 
३ -३/(608 0?+४ #॥0% < | | 68 न 22 धर | 


2पर्प्र 27: 
इस प्रकार 0, 5०08-दर747४ $ व ८5 0,,2 


निष्कर्षत: इकाई के घनमूल निम्नवत्‌ हैं 


0 07 
600) 5 009---+7४ हं॥--- कह 
| 3 3 


(0) ८०082: 4. 5 ॥2*: हा 3 
 अहल- कु 3... 9 “509 
0) 5 न शा 4 त् ज् 3 
58 3 5 392 
हम ध्यान देते हैं कि प्रथम मूल । है। यदि हम द्वितीय मूल को ७ से निरूपित करें 
अर्थात्‌ (05०08 हि ना शा ह्य हे 


तो तीसरा मूल ७१ होगा जो कि वास्तविक गणना से देखा जा सकता है, क्योंकि 


हि 5 2 हित 
0 8 33 
हर | 2772 | न व | 


।. ..४3 


सव. +---+--+- 


2) 28, 
ये सभी मूल इकाई त्रिज्या के वृत्त की 
परिधि पर होते हैं जैसा कि आकृति 5.3 में 
दिखाया गया है। यदि हम ७, के संगत बिन्दुओं 
को सरल रेखाओं से मिलायें तो वे समबाहु 
त्रिभुज के शीर्ष बनाते हैं (आकृति 5.3)। 


वास्तविक योग करके आसानी से यह भी 
देखा जा सकता है कि इकाई के तीनों घनमूलों 
का योग शून्य है अर्थात्‌ 





]+ 0+ (02- 0 आकृति 5.3 
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यह परिणाम निम्नलिखित सर्वसमिका से भी प्राप्त किया जा सकता है: 
किसी सम्मिश्र संख्या 2& | के लिये, हम जानते हैं कि 


।- ४) 


गिर (0) 


सर्वसमिका (6) में यदि हम 2० रखते हैं, तो हम पाते हैं 


जहर 
[+2+ 2 ८ 








2. [-७ क्षय ३ 
[+00+ 0 <- तन -0 क्येंकि 0७ -, 


उदाहरण 2] ॥॥ 30" + / ००५ 30" को धुव्रीय रूप में व्यक्त कीजिए | 
हल शग 307" - ९०05 60" तथा ८०8 30" - 8॥ 60? 

इस प्रकार व 30"7+ / (05 30" < (००$ 60" + 7 8॥ 607 

.(00$ 607 + 7 507 60") 


॥ 


अतः 75] तथा 0 
॥(:... 57. ॥६ 
इसलिए ध्रुवीय रूप, । (कक कई हा 5 है। 


उदाहरण 22 4+74./3 का वर्गमूल ज्ञात कीजिए | 
हल आइए, हम संख्या 4+/4.,/3 को त्रिकोणमितीय रूप में लिखें । 


गा 
3 


हम जानते हैं कि ७५ 5३० [१० पा कक धार , जहाँ 058, #<2 


4+ 74 3 ऋएि| 00फ४-- +ं 8॥ 


3 
प्र 05 
हि (8 की ४ 
इस प्रकार ७, ८ हि | ६ ने गए | | ञ्ञा [है न॑ 7 | ,४£८ 0,[ 
मान लीजिए 4+74./3 के दो मूल ७,, ७), हैं। 


इसलिए हम पाते हैं ७, < 8 कह कं आए 
न #४6+३.,/2 
वी... आए 
0) - हि प्कदूँ नं रख 


6 “४6-५2 
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उदाहरण 23 -7- 247 का वर्गमूल ज्ञात कीजिए। 


हल मान लीजिए ++79 - -7-2कं 
तब (४ + 79) न न + 24 
या ४-9४ + 2.0. 5८ -7-24 
वास्तविक तथा काल्पनिक संख्याओं की समता से, हम पाते हैं 
2-97 के - () 
229 ्ः -24 
(४४ + 9७727 (७४-७१ + (20) 
रे 49 + 576 5 625 
इस प्रकार # <+५2 < 25 (2) 
() तथा (2) से ४-9 और #?< 6 
या ४ ८ +3, 95 +4 


चूँकि गुणनफल »» ऋणात्मक है, हम पाते हैं 
४ ज्3, »5८4 या ८-3, #>4 
इस प्रकार, -7-2% के वर्गमूल 3-4 तथा -3+ 4 हैं। 
उदाहरण 24 8 के घनमूल ज्ञात कीजिए। 
हल आइए हम संख्या ०८३ को त्रिकोणमिततीय रूप में लिखें। 
8 - 8 (०05 00 + 8 थ॥ 00) 


36 0+ 247 |... 0+ 277६ 
इस अकारे ०७१४९ | 808 नइतत शत 5 ॥<0:22, 


मान लीजिए 8 के तीन मूल ७,, ०, और ७ हैं, तब 
0, 52 (८080९ + ६ ञं। 0९)- 2 


७0, 52. [0०४ ह का था द ] नू-[+४ ४3 
003 + 2. [९० न गा 8)॥॥| हे | कू--ं ४3 


उदाहरण 25 यदि , ७, ७” इकाई के तीन घनमूल हैं, तो दिखाइए 


([+00)5 - ([+002)7 - 0 
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हल हम संबंध [+ ७+ ७6२- 0 तथा ७१- | का प्रयोग करके, प्राप्त करते हैं 


(4 + 07 - ( + ०7) # (-०977 - (०१४ 


वः. -+ (0002 + 0) 


-< -]++->0 -> दायाँ पक्ष 


प्रश्नावली 5.5 
निम्नलिखित के वर्गमूल ज्ञात कीजिए : 
3. “5-9 2, -8-06४ 
4... नं 5. 7 
निम्नलिखित के घनमूल ज्ञात कीजिए : 
१.  <-8 8,  3+7०3 
0. -]-+ 


44., यदि :-.४+ »,सिद्ध कीजिए कि 
(४+ |» |& ./2 |८| 
42. सिद्ध कीजिए 
रेट (2,, 22) + दि 2| . रि८ 2, - ऐष्य 2| . [॥१ 2. 
83. निम्नलिखित का मान ज्ञात कीजिए 
(0). (07 (पं). 02! (7). ७030 
निम्नलिखित को सिद्ध कीजिए : 
[4.,.. (2- ७०) (2 -- ७४) (2 -- 0'0) (2 -- ७)! !) - 49 
[5. ध+009+ 22820 छा व 
60+/27909 +८' 
6. (।- ८७: + (00) (। + (7 - (07) - 4 
7. (।-0७+ ७07) + ([ + ७ -- 07)2 - --4 
8. (]-0) (] -- ००) ([ -- ७/) (। -- ७१) - 9 
9., 4+ 0७0" + (०" - 0 जबकि 752, 4 
20. 4+ 06५०" + (००-3३ जब कि ७, 3 का गुणज है। 


विविध उदवाहरण 
उदाहरण 26 यदि #>त+ ४82, ५ ८६७०0+ 902, 7 - ६७०) + 90, 
सिद्ध कीजिए कि को + छ + हर 5 3(ध3+ &7) 


3, नई 
6. +#४ 
9. -[कईरं 


( ९ ) छा! 05 
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हल हम पाते हैं 
कक कट (6 + 7) + (ध७+ 200) + (6007 + 000) 

/०(] + 00+ 07) + 0(। + 0 + 0७0) 

4.0+ 2.0 -0 [क्योंकि ] + ७+ ७२ - 0] (]) 


सर्वसमिका (४+ ४ + 2) ८ ४ + 9 + € -- 359८ 


॥ 


॥ 


में समीकरण (]) का प्रयोग करने पर, हम पाते हैं 
कक कटा हू 30702 
3(6 + 0)(ध७० + 9007)(6002 + ४00) 


उ[धो + 9 + ८2/७(। + 00+ 0027) + ८72( + (0+ 002)] 
3३(वग + 9१) 


उदाहरण 27 सिद्ध कीजिए कि (८05 60" +॥ भा 607)3- -] 


हल डिमाइवर के सूत्र 
(०08 0+ 7 शं॥ 9)" - ०038 0 + 7 8॥0 ॥ 0 
के प्रयोग से हम पाते हैं 
(०08 607 + ३ शा। 60?) -< ०08 3 » 60१ + ४ शा। 3 ८ 60" 
- 0०08 807 +[ ४॥ 080? 
न “ “]+7,0 >> + 
अध्याय 5 पर विविध प्रश्नावली 


], सम्मिश्र तल में कौन से बिन्दुओं का समुच्चय प्रतिबन्ध | ८-/।5 | से परिभाषित है? 
2. सम्मिश्न संख्या <5--है7क्जू को धरुवीय रूप में लिखिये। 


005 ब्रु ज्। शत 
3, संख्या 2< ( सा 3). को बीजीय रूप (272८०थ८ 0) में लिखिए | 


4 + 9* 
८ +दं 


4, यदि #-7> बे ,तो सिद्ध कीजिए कि +37) 





5. दिया है कि ६+29+ 23520, 2[+22०0+2३ ७१८, 8+<207+23०> ९, तो 2, 2:, 
23 के मान &, 8, 0, ७ के पदों में ज्ञात कीजिए। 


6. यदि | ७, ७९ इकाई के घनमूल हों, तो दिखाइए कि 
([- 0+ 007) + (] + 0- (07) - 32 
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7. यदि | ७, ७” इकाई के घनमूल हों तो सिद्ध कीजिए कि 


(3 + 30 + 507) - (2+ 60 + 207)” 50 
8, यदि ॥< |, सिद्ध कीजिए कि न (६&#-) एक पूर्णतः काल्पनिक संख्या हैं। आप क्या 
निष्कर्ष निकॉलेगें यदि 2 । हो? द 
9, सिद्ध कीजिए कि (08 457 + थ। 457)? <। 
0, निम्नलिखित में हेत्वाभास (॥9॥9८9) की व्याख्या कीजिए। 
- 5 (तय 5 (८) () 5४ <। 


ऐतिहासिक पृष्ठभूमि 


यूनानियों ने इस तथ्य को पहचाना था कि एक ऋण संख्या के वर्गगूल का वास्तविक 
संख्या पद्धति में कोई अस्तित्व नहीं है। परन्तु इसका श्रेय भारतीय गणितज्ञ महावीर 
(850 ई०) को जाता है जिन्होंने सर्वप्रथण इस कठिनाई का स्पष्टतः उल्लेख किया। 
"उन्होनें अपनी कृति 'गणित सार संग्रह' में बताया कि जैसे वस्तुओं का स्वभाव है कि 
ऋण (राशि) एक पूर्णवर्ग (राशि) नहीं है, अतः इसका वर्गमूल नहीं होता है|” एक दूसरे 
भारतीय गणितज्ञ भास्कर ने [50 ई० में अपनी कृति “बीजगणित” में भी लिखा है, “ऋण 
राशि का कोई वर्गमूल नहीं होता है क्योंकि यह एक वर्ग नहीं है।” कार्डन (('ंथ्वा) 
(545 ई०) ने ५+ ४<0, [४ # 40 को हल करने में उत्पन्न समस्या पर ध्यान दिया । 
उन्होंने ४“ 5+ ,/-[5 तथा »55-/-[5 इसके हल के रूप में ज्ञात किया जिसे 
उन्होनें स्वयं अमान्य कर दिया कि ये संख्याएँ व्यर्थ (०६७) हैं| ऐल्बर्ट गिरा्ड (00७१ 
06|0॥0) (लगभग [625 ई०) ने ऋण संख्याओं के वर्गमूल को स्वीकार किया और कहा 
कि, इससे हम बहुपदीय समीकरण की जितनी घात होगी, उतने मूल प्राप्त करानें में सक्षम 
होंगे। आयलर (हा) ने सर्वप्रथम /.| को । संकेतन प्रदान किया तथा डंब्ह्यू० 
आर"० हैमिल्टन (४५.९. प्ा।णा) (लगभग 830 ई०) ने एक शुद्ध गणितीय परिभाषा 
देकर और तथाकथित “काल्पनिक संख्या” के प्रयोग को छोड़ते हुए सम्मिश्र संख्या 
०+ 79 को वास्तविक संख्याओं के क्रमित युग्म (6, 8) के रूप में प्रस्तुत किया। 
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6.। भूमिका 
पिछली कक्षाओं में हम एक चर और दो चर राशियों के समीकरणों तथा शाब्दिक प्रश्नों को 
समीकरणों में परिवर्तित करके हल करना सीख चुके हैं| अब हमारे मस्तिष्क में स्वभावत: यह 
प्रश्न उठता है “क्या शाब्दिक प्रश्नों को सदैव एक समीकरण के रूप में परिवर्तित करना सम्भव 
है?“ सदैव नहीं | उनके स्थान पर हमें ऐसे कथन मिल सकते हैं, जिनमें असमत्ता (०व४॥0) 
के चिहन प्रयुक्त हों। ऐसे कथन असमीकरण (पा०पृप०७) कहलाते हैं। इस अध्याय में, हम 
एक या दो चर राशि के रैखिक असमीकरणों का अध्ययन करेंगे। 

असमीकरणों का अध्ययन विज्ञान, गणित, सांख्यिकी, इष्टतमकारी समस्याओं (्माप्रंग्थांण! 
[7०४थ॥७), अर्थशास्त्र, मनोविज्ञान इत्यादि से सम्बन्धित समस्याओं के हल करने में अत्यन्त 
उपयोगी है। 


6.2 असमीकरण (८470४0७) 
हम निम्नांकित स्थितियों पर विचार करते हैं। 
() रवि 200 रूपये लेकर चावल खरीदने के लिए सुपर बाजार जाता है, जहां चावल | किग्रा के 
पैकेटों में ही उपलब्ध हैं, और एक पैकेट का मूल्य 3 रूपये है। यदि £ उसके द्वारा खरीदे गये 
चावल के पैकेटों की संख्या को व्यक्त करता हो, तो उसके द्वारा खर्च की गयी धनराशि 3; 
रू० होगी | क्योंकि उसे चावल को पैकेटों में ही खरीदना है इसलिए वह 200 रूपये की पूरी 
धनराशि को खर्च नहीं कर पाएगा (क्यों? | अतः... 

]% < 200 () 
स्पष्टतः कथन () समीकरण नहीं हैं, क्योंकि इसमें समता का चिहृन (-) नहीं है बल्कि इसमें 
असमता का चिहन “<' प्रयुक्त है । 
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(॥) फातिमा के पास 00 रूपये हैं जिससे वह कुछ कलमें और पेन्सिलें खरीदना चाहती है। 
कलम का मूल्य 8 रूपये और पेन्सिल का मूल्य 3 रूपये है। यदि फातिमा द्वारा खरीदी गयी 
कलमों की संख्या £ तथा पेन्सिलों की संख्या » हो, तो उसके द्वारा खर्च की गयी कुल धनराशि 
(85 + 30) रूपये है। इस प्रकार हम पाते हैं कि 

80 +39 < 00 08... 
क्योंकि इस स्थिति में खर्च की गयी कुल धनराशि अधिकतम 00 रूपये हैं| ध्यान दीजिए कथन 
(2) के दो भाग है: ह ह | 

80+ 3/ < ]00 (3) 

80 + 379 ८ 00 (4) 
कथन (3) समीकरण नही है, जबकि कथन (4) समीकरण है| 
(), (2) तथा (3) जैसे उपर्युक्त कथन असमीकरण कहलाते हैं। असमीकरण के कुछ अन्य 
उदाहरण निम्नांकित हैं: 


4.४+ # < 0 (5) 
वा + 9 < 0 (७४0) ॥ (6) 
4४+ 9 > 0 है (7) 
वहा + 8 2 0 (ध# 0) (8) ह 
का + 92/ < ८ (ध #ू 0, 0 # 0) ' (9) 
4.४ + 0) < ८ (ध% 0, 8 # 0) (0) 
40 + 7/ > ८ (ध #ू 0, 0 0) ([) 
कर + 00+ ८5८ 0 (6 0) (2) 
कर + #४+०८०> 0 (६४-७0) (3) 


सामान्यतः ऐसे कथन जिनमें केवल चर राशि (यों) तथा असमता के चिहन >,<, >या < का 
प्रयोग हो, को असमीकरण कहते हैं। 


क्रमांक (5) से (8) तक के असमीकरण एक चर राशि £ के रैखिक असमीकरण (राधा 
॥7९40००॥0०॥७) हैं, (9), (॥0) और () के असमीकरण दो चर राशियों » तथा 9 के रैखिक असमीकरण 
हैं। क्रमांक ([2) और (3) के असमीकरण एक चर राशि 2 के द्विघातीय असमीकरण हैं| 

इस अध्याय में हम केवल एक चर और दो चर राशियों के रैखिक असमीकरण का अध्ययन 
करेंगे | 
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6.3 एक चर राशि के रैखिक असमीकरणों के हल 
अनुभाग 6.2 के असमीकरण (॥) अर्थात्‌ 
3 £ < 200 
पर विचार कीजिए। ध्यान दें, कि यहां ५ चावल के पैकेटों की संख्या को व्यक्त करता है। 


स्पष्टतः ४ एक ऋणात्मक पूर्णाक अथवा भिन्‍न नहीं हो सकता है। इस असमीकरण का बायां पक्ष 
3% और दायां पक्ष 200 है। 


» 5 0 के संगत बायां पक्ष - 35- 3(0) - 0 < 200 (दायां पक्ष), जो सत्य है। 
४< | के संगत बायां पक्ष - 3४- 3() - 3 < 200, जो सत्य है। 


४-2 के संगत बायां पक्ष - 35- 3(2) 5-26 < 200, जो सत्य है। 


४- [4 के संगत बायां पक्ष -3:- 3 (4) - 82 < 200, जो सत्य है 
>> 5 के संगत बायां पक्ष - 3४- [3 ((5) - 95 < 200, जो सत्य है। 

४ 6 के संगत बायां पक्ष - 3:- 3 (6) - 208 < 200 जो सत्य नहीं है। 
इसी प्रकार सभी 2 > 6 के लिए हम दिखा सकते हैं कि कथन 3% < 200 सत्य नहीं है। 
उपर्युक्त स्थिति में हम पाते हैं कि उपर्युक्त असमीकरण को संतुष्ट करने वाले » के मान केवल 
0,,2,3,..., [5 हैं | ४ के उन मानों को जो दिए असमीकरण को एक सत्य कथन बनाते हों, उन्हें 
असमीकरण के हल कहते हैं । 
इस प्रकार, एक चर राशि के किसी असमीकरण का हल, चर राशि का वह मान है, जो इसे एक 
सत्य कथन बनाता हो। 


हमने उपर्युक्त असमीकरण का हल “प्रयास और भूल विधि (#ंव्व ब१0 ८ाण ग्राण॥00)” से 
प्राप्त किया है। स्पष्टतः यह विधि अधिक समय लेने वाली तथा कभी कभी सम्भव नहीं होती है, 
अतः: त्याज्य है। हमें असमीकरणों के हल के लिए कुछ अधिक अच्छी या क्रमबद्ध तकनीक की 
आवश्यकता है, जैसा कि हमने समीकरणों को हल करने के लिए पिछली कक्षाओं में सीखा है। 


स्मरण कीजिए कि समीकरणों को हल करते समय हम निम्नांकित नियमों का पालन करते 
हैं। | 
नियम किसी समीकरण के दोनों पक्षों में समान संख्याएं जोड़ी (अथवा घटाई) जा सकती हैं। 
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नियम 2 एक समीकरण के दोनों पक्षों को समान अशून्य संख्याओं से गुणा (अथवा भाग) किया 
जा सकता है| 
असमीकरण के हल करने में हम इन्हीं नियमों का पालन, तथा नियम 2 में कुछ 

संशोधन के साथ करते हैं। अन्तर मात्र इतना है कि कऋणात्मक संख्याओं से असमीकरण के 
दोनों पक्षों को गुणा करने पर असमता के चिहन विपरीत हो जाते हैं (अर्थात '<' को “>' और 
<' को '>' इत्यादि कर दिया जाता है)। इसका कारण निम्न तथ्यों से स्पष्ट है। 

3> 2 जबकि -3 <-2, और 

-8 <-7 जबकि (-8) (-2) > (-7) (-2), अर्थात्‌ 46 >4 
इस प्रकार असमीकरणों को हल करने के लिए हम निम्नांकित नियमों को उल्लेख करते हैं। 
नियम ॥' किसी असमीकरण के दोनों पक्षों में असमता के चिन्ह को प्रभावित किए बिना समान 
संख्याएँ जोड़ी (अथवा घटाई) जा सकती हैं। 


नियम 2' असमीकरण के दोनो पक्षों को समान धनात्मक संख्याओं से गुणा (अथवा भाग) किया 
जा सकता है। परन्तु दोनों पक्षों को समान ऋणात्मक संख्याओं से गुणा (अथवा भाग) करते 
समय असमता के चिहृन तदनुसार परिवर्तित कर दिए जाते हैं। 


अब हम कुछ उदाहरणों पर विचार करते हैं। 
उदाहरण हल कीजिए 3 ५» < 200, जब 
() » एक प्राकृत संख्या है | 
(॥) » एक पूर्णाक है| 


हल ज्ञात है कि 

3 .0 < 200 

3 200 
अथवा तन (नियम 2/ 

व ्ट रेड टट (नियम 2/ 
अथवा 200 
अथवा ता 
जी < ३ 


(6) जब » एक प्राकृत संख्या है 


स्पष्टत: इस स्थिति में असमीकरण के हल 
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[,2% 25,250 0 


हैं। इन हलों को संख्या रेखा पर पन्द्रह बिन्दुओं द्वारा निरूपित कर सकते हैं जैसा कि 
(आकृति 6.) में दिखाया गया है। 


&€+----3..+-9-..9-.-.-2-.......-०-.--७->-.-.---..-७..---.३&--.-३-..-०३..--+->२ 
-2 -] 0 47 2 3 4 5 6 7 8 9 व0 ]7 72 43 34 5 
आकृति 6.॥ 
() जब » एक पूर्णाक है 
स्पष्टतः इस स्थिति में दिए असमीकरण के हल 
208, 05 नी. 0:2. 2:55: / 5: हैं? 
इन्हें संख्या रेखा पर अपरिमित बिन्दुओं द्वारा निरूपित किया जा सकता है जैसा कि 
(आकृति 6.2) में दिखाया गया है। 


<€-०-.-३...----.--०-.....-७------७---०---०-..है..०-.-०-..-०....-०-..--.7-०-.--.0..-_-+...___>..ै३..०--७-..>-.-> 


-4-3 -2-] 0 4 2 3 4 5 6 7 8 9 0| 42 3 ]4 5 6 
आकृति 6.2 
उदाहरण 2 हल कीजिए : 3५+ 5 < ४-7, जब 
() » एक पूर्णाक है। 
(9) » एक वास्तविक संख्या है। 


हल ज्ञात है, कि 
3>+5< ४-7 
: अथवा 3४+5-5< ४-7-5 (नियम 7) 
अथवा 35><»४-]2 
अथवा 3»%-%&< ४- 2->» (नियम 0) 
अथवा 2»&<- 2 
. अथवा ऋऋ<-6 (नियम 2" 


0) जब « एक पूर्णाक है 
इस स्थिति में दिये असमीकरण के हल ....2,.- 9, - 8, - हैं | 
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इन हलों को संख्या रेखा पर अपरिमित बिन्दुओं द्वारा निरूपित कर सकते हैं जैसा कि आकृति 
6.3 में दिखाया गया है। 


€-७---- .----७-...--७------७------+55/ई४्/-/ने 
->9-8-7-6-5-4 ->३3-2- 09 ।7 2 3 + 


आकृति 6.3 
(४) जब ४ एक वास्तविक संख्या है 


' इस स्थिति मे असमीकरण के हल »<-6 से व्यक्त हैं| इसका अर्थ है कि -6 से छोटी समस्त 
वास्तविक संख्याएं असमीकरण के हल है। संख्या-रेखा पर इन हलों को निम्नांकित प्रकार से 
दर्शाया जा सकता है (आकृति 6.4) | 


अब अल अल कल आल अमबासबब अब * शा अत बार अाााण जा आग गण जा आग बाण बाण जा जाए: 
-0 -9 -8 -7 -6-5-4 -3-2-]7 0 4 23 4 
#%<-65 


आकृति 6.4 
' यह दर्शाने के लिए कि (-6) हल में सम्मिलित नहीं हैं, (-6) पर एक वृत्त से घेरा लगा देते हैं। 


हमने असमीकरण के हल प्राकृत संख्याओं, पूर्णाकों तथा वास्तविक संख्याओं के समुच्चयों 
पर विचार करके ज्ञात किए है। आगे जब तक अन्यथा वर्णित न हो हम असमीकरणों का हल 
वास्तविक संख्याओं के समुच्चय में ही ज्ञात करेंगें | 
उदाहरण 3 हल कीजिए 4६+ 3 < 6.+ 7 
हल ज्ञात है कि 40+3<65+ 7 


या 45+3-3<065+ 7-3 

या 48 <67+ 4 

या 40-62<60+4-6+ 

या -25<4 

या फ्ड- >> “कु (नियम 2) 
या ४ >-2, 


अर्थति -2 से बड़ी समस्त वास्तविक संख्याएं, दिए गये असमीकरण के हल हैं | संख्या रेखा पर 
इन हलों को निम्नांकित रूप में आलेखित कर सकते हैं (आकृति 6.5)। 
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<....+-+--..23%ै०००कयँ३४००००युँनअफ०/भैप सफाया» +पफ्यरारएप 
-“-4-3-2- 0 7 2 3 4 


“'3">-2 


आकृति 6.5 


टिप्पणी उपर्युक्त उदाहरणों से हम देखते हैं कि एक चर राशि के रैखिक असमीकरणों को हल 
करते समय चर राशि वाले पदों को असमीकरण के एक पक्ष में तथा अचर पदों को 
दूसरे पक्ष में ले जाते हैं जैसा कि एक चर राशीय समीकरणों को हल करते समय किया 











जाता है। 
उदाहरण 4 हल कीजिए : श्र +8>2+ ् 
हल 
2.0-3 47% 
पल अल 
22-33 4. मल 
अथवा ।2 | तर /8 |52| 2+-दुः | (4 और 3 के ल०स० ।2 से दोनों पक्षों को गुणा करने पर) 
या 3(25-3) +96 > 24 +65५ 
या 6..--9+96 > 24+ 6% 
या 6.7. + 87 > 24 + 65 
या -0४ > - 63 
-- 0.४ -- 63 
या < न्‍लजा (नियम -2/ 
हर -[() -[0 | ॥ 
या अ < 6.3, 


अर्थात्‌ ऐसी समस्त वास्तविक संख्याएं जो 6.3 के बराबर अथवा छोटी हैं इस असमीकरण के 
हल हैं। संख्या रेखा पर इन्हें हम निम्नांकित प्रकार से प्रदर्शित कर सकते हैं (आकृति 6.6.)। 
> दी जम, हिप मिमीिलीनि लटक; मलिक नीक! २५ हर के 


-“-]0 -9 -8-7 -6 -8 -4 -3 -2 -+ा 0 |] 2 3 4 5 6 7 


+& 6.3 


आकृति 6.6 
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ध्यान दीजिए कि बिन्दु 6.3 के ऊपर मोटा काला बिन्दु सूचित करता है कि अन्तिम बिन्दु 
अर्थात्‌ 6.3 हलों में सम्मिलित है। 








प्रश्नावली 6.॥ 
निम्नांकित असमीकरणों को हल कीजिए:- 
] 3४-7>3+ 3. 2, 5४+ 0>45-3. 
3, ४+ [2<40-2, 4. 4६6-7<3-+>. 
5. 50->3४+ 7. 6 8:0-2 > 5.0 
7 3४+ 7 < 2(]-< ). 8. 35-0 > 5५:+ . 
9, -2४+6 < 5.0-4. 0, 3(४- 2) <5%४+ 86. 
]], -(४-3)+4 >-25+ 5. ]2,. 2(2४+ 3)-]0 < 6(४- 2). 
3, 2-35 2 2(४+6), ]4, 37-(३४+ 5) 2 9..- ९ (४- 3). 
5.0. 3४ 39 4+2 _ » 
न्ञाक-ता टेप ल्ञद्रा-टत - 3 
॥5. ठ हम 3 प्र 6. तर 37“. 
3(४-2) _ 5(2-/) हू 55४5-22 75४$-3 
्‌, ऑक्ॉ-टे---5. 007 न्य 
]7 दर तर ॥8 हा ््‌ वर दर 
5-22 - » है हि 3५0 
89.. >बु57%:5. आ. 5 [ + 4 हे 5७-०५), 


6.4 एक चर राशि के रैखिक असमीकरण निकाय का हल 


पिछले अनुभाग में हम एक चर राशि के रैखिक असमीकरण को हल कर चुके हैं। इस अनुभाग 
में हम एक चर राशि के रैखिक असमीकरण-निकाय को हल करेंगें। असमीकरण निकाय को 
हल करने के लिए हम उसके प्रत्येक असमीकरण को संतुष्ट करने वाले चर राशि के मानों को 
ज्ञात करते हैं। इसके पश्चात हम चर राशि के उन मानों को ज्ञात करते हैं, जो सबमें सर्वनिष्ठ 
(८णाए्ा0) हों | चर-राशि के ये सर्वनिष्ठ मान ही दिए गए असमीकरण-निकाय के हल हैं| हम 
अब कुछ उदाहरणों पर विचार करते हैं। 

उदाहरण 5 असमीकरण-निकाय को हल कीजिए 


४+3>0, () 
25< ]4 (2) 
हल असमीकरण (]) के हल 


>-3 | (3) 
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द्वारा व्यक्त हैं| 
पुनः असमीकरण (2) के हल 
अ< 7. (4) 
द्वारा व्यक्त हैं| 


स्पष्टतः (3) और (4) को संतुष्ट करने वाले » के उभयनिष्ठ मान -3 और 7 के मध्यस्थ है। इन्हें 
-3 <»< 7 द्वारा व्यक्त किया जा सकता है। 


अतः दिए गए निकाय का हल-3 <»<7 द्वारा व्यक्त है। 

टिप्पणी 

.-3 <£ < 7 को दिए असमीकरण का हल - अन्तराल (5०४४० 70५9) कहते हैं। 

2. यदि हम (3) और (4) का आलेख रेखा संख्या पर खींचें तो हम देख सकते हैं, कि » के वे 
मान जो (3) तथा (4) में उभयनिष्ठ हैं, -3 और 7 के मध्यस्थ हैं (आकृति 6.7)। 


>> +-3 
0-४ ्प्जाभ:पिना:मजाभफ: पा त++> 
स्ट्<पा 


कु:ससकससउस्‍-प्प-प-प-्््््ििपभह/ह”/8॥3भईलझल६झ६ 3 लेंेपडटडपहफ"७/४ढहलफजण/भ/धप/७पफपफपपपपप/09फै/0तैत_++ 0 





€--------+--0--4 इक चेक न दृैेअक ननन पूल नम न-+५० नमन तप पैनननप३५५ ना ५० -77फतए 7 "खपत एज 
स्किल से न जय, 5. 7 5 है जे न्छ 6 #€ .8 9 


-3<>€८<7 
आकृति 6.7 

'उदाहरण 6 निम्नांकित असमीकरण -निकाय को हल कीजिए : 

20-7> 5->» (() 

!- 5४ < ! (2) 
हल असमीकरण (]) से हम प्राप्त करते हैं 

3:> 2 

* अथवा >>4 (3) 

समीकरण (2) से हम प्राप्त करते हैं 

- 3% <-0 
अथवा अ्र्ड 2 (4) 


(3) तथा (4) के अवलोकन से स्पष्ट है कि » के वे मान जो असमीकरणों () और (2) को साथ 
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- साथ संतुष्ट करते हैं, .>4 द्वारा हम व्यक्त करते हैं। 
अतः दिए गए निकाय का हल ४> 4 है। 


टिप्पणी यदि संख्या-रेखा पर (3) तथा (4) को आलेखित करें तो हम पाते हैं कि » के 
उभयनिष्ठ मान £ > 4 द्वारा व्यक्त हैं (आकृति 6.8)| 


0-+फओकफ  सस्‍उइन्‍ऊन्‍अन्‍_े_ेफ-्््ै-ज-- 
20.2. 2 
-3 -2 - 0 4 29 3 4 5 ८2, 
आकृति 6.8 

उदाहरण 7 निम्नांकित निकाय को हल कीजिए 

270+5< 0 ([) 

४-3< 0 (2) 

हल : असमीकरण (]) के हल 

कर (3) 

2) 

तथा असमीकरण (2) के हल 

४<3 (4) 


द्वारा व्यक्त हैं। 
(3) तथा (4) के अवलोकन से दिए गए निकाय का हल 


८ 
का, 


टिप्पणी यदि उपर्युक्त (3) तथा (4) को संख्या-रेखा पर आलेखित करें तो हम देखते हैं कि » . 


के वे मान जो उभयनिष्ठ हैं, ४<- न द्वारा व्यक्त होते हैं (आकृति 6.9)। 


रैखिक असमीकरण ॥4। 


शवषपपावफणमपप पुन पर वपपुवगप कप ग "व एप 77: 77 7: "पक 77पकपपप/णपएखए जे 
>4 -3 -2-70 4 2 34%4 5 


८<- हैं 
आकृति 6.9 
उदाहरण 8 निम्नांकित असमीकरण निकाय को हल कीजिए। 
4>+ 3 >> 25+ [7 () 
35-35 <+-2 (2) 
हल : ज्ञात है 45+3> 2४+ ॥7 


अथवा 22 4 
अथवा 27 
इस प्रकार असमीकरण () के हल 


हम (3) 
द्वारा व्यक्त हैं। 
इसी प्रकार असमीकरण (2) के हल 

><] (4) 


द्वारा व्यक्त हैं। (3) तथा (4) के अवलोकन से हम पाते हैं, कि & का ऐसा कोई मान नहीं है जो 
। से छोटा हो तथा साथ ही 7 के बराबर या 7 से बड़ा हो। इस प्रकार दिए हुए असमीकरण 
निकाय का कोई हल नहीं है। 


टिप्पणी यदि हम (3) तथा (4) को संख्या रेखा पर आलेखित करें तो देखते हैं कि (3) तथा (4) 
में » का कोई मान उभयनिष्ठ नहीं है (आकृति 6.0)। 


2 <] डेप 
#ई--+ज+++++भभ/+++++> 0-ह.-जे 


€-#--+--+--+----+--++-+-+--/-++»भज/फसम्स्>े 
उ3 -2 +ा 0 4 2 3 4 5 6 7 8 


आकृति 6.0 
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प्रश्नावली 6.2 
प्रत्येक असमीकरण-निकाय को हल कीजिए। 
४-2 >0, 3७ < 8 


] 
2, ७ +2> [4, 25 < 20 
3, 2>४->उ3< 7, 20४>-4 








4. 5.0+ | >-24, 5.0- | < 24 

5. (ए+2< 5, 3:-4>- 2+ 

6. क९+ 53 > 30, ->+(४+3)+4<-2.४ + 5 

7 जे 97 3 75-। रा 75+2 न 
५ न्जा <+ वरुः त्र ढ़ हि 


8, 2(ए0+ ]) <5+ 3, 3(४+ 2) > 2-+% 
9, 3.फए्नीं > 5, ॥+ 27>+- 
0, 3७-77 > 2 (६- 6), 6-5 > [4 - 25 


]|, -2+- 





जे [_+ 
ब्र5ड व्रः >न-थ < 4 (.४ - 3) 
3 


50 ४ 39 2४-] <- _ ३3#+] 

शी बुत तक पढ़ कुकातत 

3, 5 (25-77) - 3(25 + 3) < 0, 2" + 9 < 6७&६+ 47 

4, 20-7 < ।4, 38+ 4 <-5 
45. 4-50 > -+, 4.0 + ]॥ <- 3 


2. 











न 
46, 7707-88 < 40 + 7, छा >4 
47, +६- 5 <], -3.- 4 > 8 


। उ 
48, 55-77 < 3(४+ 3), [- जा छः 4: 


49, -4४+ | > 0, 3-4६< 0 





>2- 
20. 2(2%+ 3) - 0 < 6 (५ - 2), न 5 कर 


+6>2+-+ ब्रा 
6.5 दो चर राशियों के रैखिक असमीकरणों का आलेखीय हल 


अनुभाग 6.2 में हमें दो चर राशियों » तथा » का निम्नांकित रैखिक असमीकरण 
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8++ 39 < [00 ([) 
जो फातिमा द्वारा कलमों और पेन्सिलों के खरीदने सम्बन्धी शाब्दिक प्रश्न को गणितीय रूप में 
परिवर्तित करने से प्राप्त हुआ था। 
चूँकि वस्तुओं की संख्या एक ऋणात्मक और भिन्‍नात्मक संख्या नहीं हो सकती है, अतः हम इस 
असमीकरण का हल « तथा » को केवल पूर्ण संख्या के रूप में ध्यान रखते हुए करते हैं| इस : 
अवस्था में हम # तथा » के मानों के ऐसे जोड़े ज्ञात करते हैं जिनके संगत कथन (॥) सत्य हैं। 
वास्तव में ऐसे युग्मों का समुच्चय असमीकरण (]) का हल समुच्चय ($07ए॥०ा 5७0) होगा | 


+- 0 लेकर प्रारम्भ करने पर हम पाते हैं, कि ([) का बायां प्रक्ष -8.+ 39 8(0) + 3५८ 39, 
इस प्रकार 
00 _ 
3 

अतः ४< 0 के संगत » के मान 0,,2, ..., 33 मात्र हो सकते हैं| इस स्थिति में () केवल (0,0), 
(0, ), (0, 2),...,.0,33) हैं। इसी प्रकार (]) के अन्य हल जब »< |,2,...,2 क्रमशः हैं, 
निम्नांकित हैं : 

(, 0), (,), (, 2),... ,(, 30) 

(2, 0), (2, ), (2 , 2), ....(2, 28) 


39 < 00 अथवा »< उन (2) 


(8, 0), (8, !), (8, 2), ..., (8, !2 ) 
(9, 0), (9, ), (9, 2), ..., (9, 9) 
(0, 0), (0, ), (0, 2), ..., (0, 6) 
(, 0), (4, ), (, 2), ..., (,4) 
(2, 0), (2, ) 
उपर्युक्त सभी क्रमित-युग्म असमीकरण () के हल हैं। हम जानते हैं कि & तथा » के मान 
क्रमश: 2 तथा 33 से अधिक नहीं हो सकते हैं (क्यों?)। हम यह भी जानते हैं कि उपर्युक्त 
क्रमित-युग्मों में से कुछ युग्म जैसे (5, 20), (8, 2) तथा (, 4), समीकरण 8:+ 395 00 को 
भी संतुष्ट करते हैं जो दिये हुए असमीकरण का एक भाग है। 
अब हम <» तथा » के प्रांत (०0भा)) को पूर्ण संख्याओं से विस्तारित करके वास्तविक संख्याएं 
करते हैं, और देखते हैं कि इस अवस्था में असमीकरण () के क्‍या हल होते हैं। आप देखगें 
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कि हल करने की आलेखित-विधि ((ऋफऑएश. 
7000) इस स्थिति में अधिक सुविधाजनक है। इस 
उद्देश्य से, हम संगत समीकरण हि 
8४ + 39 5 |00 (3) ॥ 
पर विचार करते हैं। और इसका आलेख खींचते हैं। 25 
पिछली कक्षाओं में सीखी हुई विधि द्वारा हम आलेख 
खींचते हैं, जो एक रेखा है| यह रेखा निर्देशांक तल 
(००-०'०॥968 ?[ध्वा८) को दो अर्द्ध-तलों में विभक्‍्त 
करती -है (आकृति 6.)। 
() अर्द्ध-तल [, रेखा के नीचे, और 
(॥) अर्द्धू तल ग, रेखा के ऊपर 
असमीकरण ([) को आलेखित करने के लिए हम ० 
कुछ स्वेच्छ बिन्दुओं (शात।धाए 0075) जैसे (0,0), आकृति 6.] 
(0,), (3,5) जो अर्द्धद-तल ! में स्थित हैं, का चयन करते हैं तथा जांच करते हैं कि क्‍या ये & 
तथा » के मान असमीकरण को संतुष्ट करते हैं, | 
या नहीं | इम देखते हैं कि ये सभी मान असमीकरण 
को संतुष्ट करते हैं। अब हम अर्द्ध-०तल ॥ में 
स्थित कुछ बिन्दु जैसे (5,), (8,3) और (20,0) 
लेते हैं, तथा जाँच करते हैं कि क्या » और » के ये 
मान असमीकरण को संतुष्ट करते हैं या नहीं। हम 
देखते हैं कि इनमें से कोई भी असमीकरण को 
संतुष्ट नहीं करता है। इस प्रकार हम कहते हैं कि 
अर्-तल [ (आकृति 6.2 में छायांकित) ही 
असमीकरण का आलेख है। क्योंकि रेखा पर स्थित 
बिन्दु भी. असमीकरण (॥|) को संतुष्ट करते हैं, 
इसलिए यह रेखा भी आलेख का एक भाग है। इस 
प्रकार दिए गए असभीकरण का आलेख रेखा सहित 
अर्द्ध-तल । है। 








स्पष्टतः अर्द्ध-/ल [ आलेख का भाग नहीं है। इस 
प्रकार असमीकरण ([) के हल इसके आलेख (रेखा आकृति 6.2 
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सहित अर्द्ध-तल) के समस्त बिन्दु हैं। दूसरे शब्दों में हम कह सकते हैं, कि असमीकरण (|) 
के हलों में अपरिमित रूप से अनेक बिन्दु सम्मिलित हैं। 

टिप्पणी » अक्ष के समान्तर कोई रेखा निर्देशांक-तल को बाएं और दाएं, दो अर्द्ध-तलों में 
विभाजित करती है। अन्यथा अन्य रेखा निर्देशांक तल को ऊपर तथा नीचे दो अर्द्ध-तलों में 
विभाजित करती है। 


यदि किसी असमीकरण में समता का चिहन (-) भी सम्मिलित हो तो रेखा के बिन्दु भी 
उसके हल में सम्मिलित होते हैं। दूसरी स्थिति में वे सम्मिलित नहीं होते हैं, और इस स्थिति 
में हम रेखा को बिंदुवत या खण्डित खींचते हैं। ह 

ध्यान दीजिए, किसी असमीकरण द्वारा निरूपित अर्द्ध-तल की पहचान के लिए हम मात्र एक 
बिन्दु (4,9) (जो रेखा पर नहीं है) को लेकर जांच करते हैं कि क्या यह असमीकरण को संतुष्ट 
करता है, अथवा नहीं | यदि यह संतुष्ट करता है, तो वह अर्द्ध- तल जिसमें बिन्दु है, असमीकरण 
को निरूपित करता है अन्यथा असमीकरण उस अर्द्ध-0ल को निरूपित करता है, जिसमें बिन्दु 
नहीं है। सुविधा की दृष्टि से बिन्दु (0,0) को प्राथमिकता दी जाती है। 
टिप्पणी वह क्षेत्र जिसमें किसी असमीकरण के सम्पूर्ण हल स्थित हों, उसे उस असमीकरण का 


हल-दक्षेत्र (5008ण-७टह्ठाणा) कहते हैं। 
रा 
रे 


। 297 6 





अब हम कुछ उदाहरणों 
की सहायता से दो चर राशीय 
रैखिक असमीकरणों के हल 
करने की विधि स्पष्ट करते 
हैं। 
उदाहरण 9 3५+ 29 > 6 को 
आलेखीय विधि (ऊऋब्फाा- 
८भा५) से हल कीजिए। 


हल : सर्वप्रथम हम समीकरण 2 
35+29<- 6 का ग्राफ खण्डित 

रेखा के रूप में खींचते हैं, 
(आकृति 6.3), क्योंकि दिए । रेप से 
असमीकरण में केवल >! ०0। ॥| 2 3५५७१४४४४5७४ 6 
चिहृन है| 






आकृति 6.3 
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हम एक बिन्दु (जो रेखा पर स्थित नहीं है) जैसे (0,0) का चयन करते हैं जो अर्द्धतल । 
में स्थित है (आकृति 6.3)। अब जांच करते हैं कि यह बिन्दु दिए असमीकरण को संतुष्ट करता 
है अथवा नहीं | 


दिए हुए असमीकरण में ४-0, »-0 रखने पर हम पाते हैं कि 
300) + 2 (0) > 6 
या 0>6, जो असत्य है। 


अत: अर्द्ध-तल ॥, दिए हुए असमीकरण का हल-क्षेत्र नहीं है। दूसरे शब्दों में, छायांकित 
अर्द्ध-ल ॥ रैखा के बिन्दुओं को छोड़कर) दिये हुए असमीकरण का हल-्षेत्र है। ध्यान दें कि 
रेखा 35+ 29-06 के सभी बिन्दु हल-प्षेत्र में सम्मिलित नहीं हैं। 


उदाहरण 0 असमीकरण 9 >- रु » को आलेखन-विधि से हल कीजिए | 


हल पहले हम समीकरण »>-> + का आलेख खींचते हैं (आकृति 6.4) । चूंकि असमीकरण 
में असमता का चिहन *>' है, इसलिए हम सतत रेखा (७णात्राए0॥$ ॥8) का प्रयोग करते हैं, 
जिससे इंगित होता है कि रेखा के बिन्दु भी दिए असमीकरण के हल हैं| 


चूंकि बिन्दु (0,0) उपर्युक्त रेखा पर है, इसलिए इसका प्रयोग वांछित अर्ह्ू-तल के 
. निर्धारण में नहीं कर सकते हैं | अतः हम अन्य स्वेच्छ बिन्दु, मान लीजिए, (],) का चयन करते 
हैं। उपर्युक्त असमीकरण में ५» ,9« रखने पर हम पाते हैं कि 


2-5, जो सत्य है। 


इसलिए दिया असमीकरण छायांकित अर्द्ध-तल गा, जिसमें बिन्दु (, ।) स्थित है, को निरूपित 
करता है। इसलिए छायांकित क्षेत्र के समस्त बिन्दु रेखा के बिन्दुओं सहित, दिए असमीकरण 
के हल हैं। 


रैखिक असमीकरण ॥[47 














चल --]- (,]) 8, के 2-3 

5५ की न्पनट ॥| 
सु >प््‌ 
_3 -2 -+ ७0) 40-96] ००-2० 
| 

न 4,-2) >-5 

_2 सन (70 2 ले 
आकृति 6.4 


उदाहरण 4 द्विविमीय तल में असमीकरण 2-3 2 0 को आलेखन-विधि से हल कीजिए | 
हल ध्यान दीजिए कि द्विविमीय तल में 


2%४-3-0 अथवा #८ 


0० | ०२ 


)-अक्ष के समान्तर एक रेखा निरूपित करता है और आरेख एक ऊर्ध्वाधर रेखा है। इस रेखा 


का प्रत्येक बिन्दु » अक्ष के दाहिने ओर हर इकाई की दूरी पर स्थित है। हम रेखा ४« नर 
खींचते हैं (आकृति 6.5.) | दिए असमीकरण में “0 रखने पर हम पाते हैं कि 2 (0) -3 »0 
या -3 >0, जो असत्य है। 

इस प्रकार दिए असमीकरण का हल क्षेत्र रेखा #< नर के दाहिने ओर छायांकित भाग है। अतः, 


रेखा के दाहिने ओर के सभी बिन्दु (रेखा पर स्थित सभी बिन्दुओं सहित्त) दिए हुए असमीकरण 
, के हल हैं। 
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257-3 » 0 





057६-<ट 


आकृति 6.5 
उदाहरण 72 ४» < 3 को आलेखन विधि से हल कीजिए। 
हल समीकरण »>3 का आलेख «- अक्ष के समान्तर एक रेखा है (आकृति 6,6.) | 


इस दिए हुए असमीकरण में »-0 रखने पर हम पाते हैं कि 0<3, जो सत्य है। इस प्रकार रेखा 
»-3 के नीचे का क्षेत्र जिसमें मूल बिन्दु स्थित है, दिए हुए असमीकरण का हल क्षेत्र है। अतः 
रेखा के नीचे के समस्त बिन्दु (जिसमें रेखा के बिन्दु सम्मिलित नहीं हैं) दिए हुए असमीकरण 
के हल हैं। ए 


॥॥॥ 


|॥॥ 


आकृत्ति 6.6 


डा 








08. कि) 


_+--६“--- (2) 








| 





रैखिक असमीकरण [49 
प्रश्नावली 6.3 


निम्नाँंकित असमीकरणों को आलेख-विधि से द्विविमीय त्तल में निरूपित कीजिए तथा उन्हें हल कीजिए | 


, ४-29+4< 0 2. 2:+9> 3 3, ४-29 < ना 
4. 30-4५ < [2 5. ४9+9> 2. 6. 25४ < 6-3४ 
7. 0<20-59+ 0 8. 5+-५<2 9, 2:0-3५< 6 
40, -3.+2/2 6 4. ४>-2 2., # < -3 

3, #इच 2 44, 39-35» < 30 5., ४< 8 - 4५ 


6.6 दो चर राशियों के असमीकरण निकाय का हल 


पिछली कक्षाओं में हम दो चर राशियों के रैख्िक समीकरणों का बीजगणितीय और आलेखीय 
विधि से हल करना सीख गये हैं। पूर्व अनुभागों में हम एक अथवा दो चर राशियों के रैखिक 
असमीकरणों का आलेखीय विधि से हल निकालना सीख चुके हैं। अब हम कुछ उदाहरणों की 
सहायता से दो चर राशियों के असमीकरण निकाय को हल करने की विधि स्पष्ट करेगें। 


उदाहरण 3 निम्नांकित असमीकरण 


निकाय हर 
0 0 व एक ही हो ट्र्््््् 3 
50% 2॥] (2) 2: 

को आलेखीय विधि से हल कीजिए | 22222: 


ह स्र््र्् २-20/+4 <€ 0 ; 

हल 22 

चरण ॥ अनुभाग 6.5 में बताई गयी 
%%%#2 <- | 


विधि से हम सर्वप्रथम रैखिक समीकरण 


5 जल है 22222 लव ] । 
2४ भर हे पड का आलख जद स्र्््् च् 0 
४+४५-3-0 का आलेख हैं 2600 “6 0 डे । 
(आकृति 6.7)। तब हम देखते हैं कि हे हे 
। 
असमीकरण (]), रेखा 2:+9-3-0 दर 


के ऊपरी छांयाकित क्षेत्र द्वारा निरूपित 





आकृति 6.7 


[50 गणित 
: होता है, जिसमें रेखा के बिन्दु भी सम्मिलित हैं। 
चरण 2 उन्हीं निर्देशाक्षों पर हम समीकरण /-2»+ ]-0 का भी आलेख खींचते हैं (आकृति 


6.]7)। तब, असमीकरण (2), रेखा &-29+ -0 के ऊपरी छायांकित क्षेत्र द्वारा निरूपित होता 
है, जिसमें रेखा के बिन्दु भी सम्मिलित हैं। 


स्पष्टतः द्वि-छायांकित ((०फ/० ॥90०0 ८१९07) क्षेत्र जो उपर्युक्त दोनों छायांकित क्षेत्रों में 
उभयनिष्ठ है, वही दिए हुए असमीकरण निकाय () और (2) का वांछित हल क्षेत्र है । इस प्रकार, 
इस उभयनिष्ठ छायांकित क्षेत्र के समस्त बिन्दु ही दिए असमीकरण निकाय के हल हैं। 


उदाहरण व4 निम्नांकित रैखिक असमीकरण निकाय को आलेखन विधि द्वारा हल कीजिए | 


27+/-3>0 () 
४-29+< 0 (2) 
शचु 3 (3) 


हल सर्वप्रथम हम समीकरणों 20+%/-3 ८ 0, ४- 2/+ |5-0 और ५-3 द्वारा निरूपित रेखाओं 
के आलेख खींचते हैं| 
4 


ब््््््् 


८2 -20//] < 0 
टरट्््2 






थ्र्य्य्र्य््स्््य्ख्य््््य्यज्््ा 
थ्र््््य्य््््ख्ख््य््य््न पा 
श्््य््थ्य्््ज्रूिख्-जख्रज-र-27 


न मल 
टेट -हदिर्ण पे 


आकृति 6.48 


रैरिबवक असमीकरण [5। 


तब हम देखते हैं कि असमीकरण () और (2) संगत रेखाओं के ऊपर दो छायांकित क्षेत्रों को 
निरूपित करते हैं, जिनमें संगत रेखाओं के सभी बिन्दु भी सम्मिलित हैं (आकृति 6.8)। 
असमीकरण (3), रेखा »-3 के नीचे का छायांकित क्षेत्र जिसमें इस रेखा के बिन्दु सम्मिलित 
नहीं हैं, को निरूपित करता है। अतः उपर्युक्त तीनों क्षेत्रों में सर्वनिष्ठ त्रिभुजाकार क्षेत्र के समस्त 
बिन्दु जो त्रिविधि छायांकित (79॥० 58४१००) है जिसमें रेखा »<3 के सभी बिन्दु सम्मिलित 
नहीं है, ही दिए हुए असमीकरण निकाय के हल हैं (आकृति 6.8)। 
बहुत सी व्यावहारिक स्थितियों में जो असमीकरण--निकाय से युक्त हैं, चर राशियां » और 

» प्रायः ऐसी राशियां होती हैं, जो ऋणात्मक नहीं हो सकती है। उदाहरणत: उत्पादित इकाइयों 
की संख्या, क्रय की गई वस्तुओं की संख्या, काम करने में लगे घंटों की संख्या आदि। स्पष्टतः 
ह ऐसी परिस्थिति में ५ > 0 और » > 0, और हल क्षेत्र प्रथम चर्तुथांश में ही होता है। 
आइए अब हम कुछ ऐसे असमीकरण निकाय पर विचार करते हैं, जिनमें +> 0, »> 0 हों | 
उदाहरण 5 निम्नांकित असमीकरण निकाय 
को आलेखीय विधि से हल कीजिए । 

85+ 39 < 00 

४ 20, »> 0 
हल हम रेखा 85+ 395 00 का आलेख 
खींचते हैं। असमीकरण 8%+ 39 < 00, इस 
रेखा के नीचे के छायांकित क्षेत्र को निरूपित 
करता है, जिसमें रेखा 88+ 395८ 00 के 


१ 00 60 
सभी बिन्दु सम्मिलित हैं (आकृति 6.9) ॥ 89395 300 ॥ 


१४५४॥७४७४॥७ 
चूंकि &> 0, »> 0, अतः त्रिविध छायांकित आकृति 6.9 


(४798 &॥8060) क्षेत्र का प्रत्येक बिन्दु जौ प्रथम चर्तुथांश में है, तथा जिसमें रेखाओं के बिन्दु 
भी सम्मिलित हैं, दिए हुए असमीकरण निकाय का हल निरूपित करता है|... 
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उदाहरण ॥6 निम्नांकित असमीकरण निकाय को आलेखीय विधि से हल कीजिए। 


202+0-3>0 () 
 -29+ [<0 (2) 
+>0 (3) 
ख्0 (4) 


हल हम रेखाओं 27+ /-3-0 और ४-29+ -0 का आलेख खींचते हैं। असमीकरण () और 
(2) दोनों संगत रेखाओं के बिन्दुओं सहित अपने से ऊपर स्थित क्षेत्रों को निरूपित करते हैं। 


चूंकि +> 0, »> 0, अतः प्रथम चर्तुथांश में स्थित सर्वनिष्ठ छायांकित क्षेत्र के प्रत्येक बिन्दु 
दिए हुए असमीकरण निकाय के हल को निरूपित करता हैं (आकृति 6.20) | 





आकृति 6.20 
उदाहरण ॥7 निम्नांकित असमीकरण निकाय का आलेख विधि द्वारा हल ज्ञात कीजिए | 
20+ ५ < 24 ह () 
४+9<]] (2) 
2%४+ 5५ < 40 (3) 
>20 (4) 


»ख>0 (5) 


रैखिक असमीकरण ॥53 


हल पहले हम रेखाओं 20+ ५5 24, »+ »& !] और 2: + 5५-40 का आलेख खींचते हैं| 
असमीकरण (॥), (2) तथा (3) क्रमशः तीनों रेखाओं के सभी बिन्दुओं तथा इन रेखाओं के नीचे 
स्थित छायांकित क्षेत्रों को निरूपित करते हैं। चूंकि &> 0 और »> 0, अतः प्रथम चर्तुथांश से 
स्थित सर्वनिष्ठ चर्तुभुजाकार क्षेत्र 088८ का प्रत्येक बिन्दु दिए गये असमीकरण निकाय के एक 


हल को निरूपित करता है (आकृति 6.2)। 





आकृति 6.2 
उदाहरण 8 निम्नांकित असमीकरण निकाय का हल आलेखीय विधि से ज्ञात कीजिए | 
के थे४ < 3 ह 
3%8+ 4५ > [2 
>> 20 
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हल हम असमीकरणों ++ 2/ < 3, 3:+49/ > 2, /> 0 और >> ! के आलेखों को खींचते 


हैं | दिए हुए असमीकरणों द्वारा निरूपित छायांकित क्षेत्र आकृति 6.22 में प्रदर्शित हैं। हम देखते 


जर्‌ 
() ६ 29 अर 4 5 
सी श्छ 
आकृति 6.22 
प्रश्नावली 6,4 


निम्नांकित असमीकरण निकाय को आलेखीय विधि से हल कीजिए - 
4. ४+ 292 20, 30:+ ५ < 5 

2, 450 + 39 2 ।2, 4६ - 59 > -20 

3, उ3+४>0, 20-»> 0 

4. 20+/ 2 0, ॥+ 292 0 

5. #%€६4,४>2| 

6. 20-9५०, 3-2५ <-! 

7. 5४+ 6४230, ४20, ४92 0 

है. >++४59, ४५>», >> | 

9, 3+39< [2, 30+%< [2, ४/>20,४20 
40, 3४+ 2५2 24, 3४+५< 5, 524 


]]. 3.+49< 60, .+39< 30, 20, 920 
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]2, 20+%24, >+ ५ < 3, 2/- 39 < 6 

83, ४+५< 6, 7/7+ 49 £ 28, ४2 0, » 2 0 

4, 6.+59< 50, "+ 49 < 80, ४< 5, £>0 0, » 2 0 
45. 3४+ 29 5 24, + 29 < 6, .+ ५» < 0, .>2 0, » 2 0 


6.7 अनुप्रयोग 

अब तक इस अध्याय में हमने रैखिक असमीकरणों को हल करना सीखा है। अब हम अर्थशास्त्र, 
विज्ञान, गणित, मनोविज्ञान इत्यादि के क्षेत्रों से सम्बन्धित प्रश्नों के हल करने में इस ज्ञान का 

द प्रयोग करेंगें | 

उदाहरण 49 किसी पाठयक्रम में ग्रेड '&' पाने के लिए एक व्यक्ति को सभी पांच परीक्षाओं 

(प्रत्येक 00 में से) में 90 अंक या अधिक अंक का औसत प्राप्त करना चाहिए। यदि सुनीता के 

प्रथम चार परीक्षाओं के प्राप्तांक 87, 92, 94 और 95 हों तो वह न्यूनतम अंक ज्ञात कीजिए जिसे 


पांचवी परीक्षा में प्राप्त करके सुनीता उस पाठ्यक्रम में ग्रेड '»' पायेगी | 


हल मान लीजिए कि पांचवी परीक्षा में सुनीता » अंक प्राप्त करती है | 


तब 
87+92+94-+95++/» >90 
8, 
या 368 + ४ > 450 
या है > 82 


इस प्रकार सुनीता को पाठ्यक्रम में ग्रेड » पाने के लिए पांचवी परीक्षा में न्यूनतम 82 अंक प्राप्त . 
करना चाहिए। 

उदाहरण 20 क्रमागत विषम संख्याओं के ऐसे युग्म ज्ञात कीजिए, जिनमें दोनों संख्याएं 0 से 
बड़ी हों, और उनका योगफल 40 से कम हो। 


(50 गणित 
हल मान लिया कि दो क्रमागत बिषम प्राकृत संख्याओं में छोटी विषम संख्या » है। 
इस प्रकार दूसरी विषम संख्या ४+2 है। 


अतः प्रस्नानुसार 


%४> 0 ([) 
तथा #४+(५४+ 2) < 40 (2) 
(2) को हल करने पर हम पाते हैं कि 
20+ 2 < 40 
या >&<[9 (3) 
(!) और (2) से निष्कर्ष यह है कि 
0< ४ < [9 


इस प्रकार विषम संख्या (४ के अभीष्ट मान 0 और 9 के बीच हैं। इसलिए सभी सम्भव अभीष्ट 
जोड़े (], 3), (3, 5), (5, 7), ([7, 9) होंगे । 


उदाहरण 2] किसी प्रयोग में नमक के अम्ल के एक विलयन का तापमान 30” सेल्सियस और 
35" सेल्सियस के बीच ही रखना है। फारेनहाइट पैमाने पर तापमान का परिसर ज्ञात कीजिए, 
यदि सेन्‍्ट्रीग्रेड से फारेनाहाइट पैमाने पर परिवर्तन सूत्र 


0० 6 (४-32) 


है, जहाँ (* और ए क्रमशः तापमान को अंश सेल्शियस तथा अंश फारेनहाइट में निरूपित करते हैं। 
हल ज्ञात है कि 

30 < (! < 35 

८ 3 है 

। हर (7-32), रखने पर हम पाते हैं, 


5 
30 स् (# - 32) < 35 
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५) 


यो “53 तल ट ४ (35) 


या 54 < (7-32 ) < 63 
या 86 < 9 < 95 


इस प्रकार तापमान का अभीष्ट परिसर 86" 9 से 95% है जिसमें 86" ए तथा 95" सम्मिलित नहीं हैं। 


उदाहरण 22 एक निर्माता के पास अम्ल के 2% विलयन के 600 लीटर हैं | ज्ञात कीजिए कि 
30% अम्ल वाले वित्रयन के कितने लीटर उसमें मिलाए जाऐं ताकि परिणामी मिश्रण में अम्ल 
की मात्रा 5% से अधिक परन्तु 8% से कम हो। 
हल: मान लीजिए कि 30% अम्ल के विलयन की मात्रा » लीटर है | तब 
सम्पूर्ण मिश्रण - (५+ 600) लीटर 
इसलिए 
30% ५४ +600 का (2%) > (600 + ४) का 5% 
और 30% ५४ + 600 का ([2%) < (600 + 2) का 8% 


300. 2 85 
या व तर प665 (600) >> पठ (४+ 800) 


आर 30% .. ॥2 8 
और प्र (600) < ता (5+ 600) 


या 30४+ 7200 > 55४ + 9000 
और 30:४+ 7200 < 85+ 0800 
या 5%> 800 और 2% < 3600 


या »> 20 और £< 300 


अर्थात 420 < £ < 300. 


।58 गणित 


इस प्रकार 30% अम्ल के विलयन की अभीष्ट मात्रा !20 लीटर से अधिक तथा 300 लीटर से 


कम होनी चाहिए। 


प्रा 


6. 


प्रश्नावली 6.5 


प्रथम चार परीक्षाओं में हमीद के प्राप्तांक (प्रत्येक 00 मे से) 94, 73, 72 और 84 हैं| एक 
पाठ्यक्रम में ग्रेड 8 पाने हेतु यदि अन्तिम औसत 80 से अधिक और 90 से कम आवश्यक हो तो 
ज्ञात कीजिए कि पांचवी परीक्षा में हमीद के प्राप्तांक के परिसर कया हों, जिससे उसे ग्रेड 8 मिल सके | 
दो परीक्षाओं में एक छात्र के प्राप्तांक 70 और 75 है। वह न्यूनतम अंक ज्ञात कीजिए, जिसे 
तीसरी परीक्षा में पाकर वह छात्र 60 अंक का न्यूनतम औसत प्राप्त कर सके। 

0 से कम कमागत विषय संख्याओं के ऐसे युग्म ज्ञात कीजिए जिनके योगफल ] से अधिक हों | 
कमागत सम संख्याओं के ऐसे युग्म ज्ञात कीजिए, जिनमें से प्रत्येक 5 से बड़े हों, तथा उनका 
योगफल 23 से कम हो। 

एक त्रिभुज की सबसे बड़ी भुजा सबसे छोटी भुजा की तीन गुनी है तथा त्रिभुज की तीसरी भुजा 
सबसे बड़ी भुजा से 2 सेमी कम है। तीसरी भुजा की न्यूनतम लम्बाई ज्ञात कीजिए जबकि त्रिभुज 
का परिमाप न्यूनतम 6। सेंमी है। 


9] सेमी लम्बे बोर्ड से एक व्यक्ति तीन लम्बाईयां काटना चाहता है। दूसरी लम्बाई सबसे छोटी 
लम्बाई से 3 सेंगी अधिक और तीसरी लम्बाई सबसे छोटी लम्बाई की दूनी है। सबसे छोटे बोर्ड 
की सम्भावित लम्बाईयां क्या है, यदि तीसरा टुकड़ा दूसरे टुकड़े से कम से कम 5 सेंमी लम्बा हो? 


[संकेत यदि सबसे छोटे बोर्ड की लम्बाई » सेमी हो, तब (६+ 3) सेमी और 25 सेमी क्रमशः दूसरे 
और तीसरे टुकड़ों की लम्बाईयां हैं। इस प्रकार ४+ (५+3) +2: < 9। और 2: > (४+3)+ 5] 
एक विलयन को 6809 और 77% के मध्य रखना है। सेल्सियस पैमाने पर विलयन के तापमान का 
परिसर ज्ञात कीजिए, जहां सेलसियस/फार्नहाईट परिवर्तन सूत्र 


छ- 5 (+32 है। 


8. 


0, 


[, 


2. 


3. 
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8% बोरिक एसिड के एक विलयन में 2% बोरिक एसिड का विलयन मिलाकर तनु (॥॥०॥०) किया 
जाता है। परिणामी मिश्रण म॑ बोरिक एसिड 4% से अधिक तथा 6% से कम होना चाहिए।| यदि 
हमारे पास 8% विलयन की मात्रा 640 लीटर हो तो ज्ञात कीजिए कि 2% विलयन के कितने लीटर 
इसमें मिलाने होंगे। 


45% अम्ल के !25 लीटर विलयन में कितना पानी मिलाया जाय कि परिणामी मिश्रण में अम्ल 
25% से अधिक परन्तु 30% से कम हो जाए ? 
एक तालाब के पानी की अम्लता सामान्य समझी जाती है यदि प्रतिदिन के तीन मापों का औसत 
|, 7.2 और 7.8 के मध्य हो। यदि किसी दिन के प्रथम दो एप्त, 7.48 और 7.85 हों, तो तीसरे 
पाद्यांक का परिसर ज्ञात कीजिए जिससे पानी की अम्लता सामान्य हो जाए। 
विश्व में सबसे अधिक गहराई के छिद्र की खुदाई से यह पाया गया कि पृथ्वी तल के नीचे » 
किलोमीटर की गहराई पर तापमान "' (अंश सेल्सियस में) 

पु' > 30 + 25(४- 3), 3 < ६ < 5 
से प्राप्त किया जाता है। किस गहराई पर तापमान 200" 0 और 300" (' के मध्य होगा ? 
एक व्यक्ति के बौद्धिक-लब्धि (0) मापन का सूत्र निम्नांकित है : 

। 6९ 

(0 बड़ हज >00 हे 
जहां ४४ मानसिक आयु और (» कालानुक्रमी आयु है। यदि ।2 वर्ष की आयु के बच्चों के एक 
समूह की 0, असमीकरण 80 <0 < 40 द्वारा व्यक्त हो, तो उस समूह के बच्चों की मानसिक 
आयु का परिसर ज्ञात कीजिए। 


एक कम्पनी कैसेट्स का निर्माण करती है, तथा एक सप्ताह के लिए इसका क्रय समीकरण (008 
ध्यप्॥णा) (१ < 300 + .5 » और राजस्व समीकरण (२८एथाएट €(एशञाणा)  + 25% हैं, जहां सप्ताह 
में बेचे गये कैसेट्स की संख्या » है| ज्ञात कीजिए कि कम्पनी को लाभ कमाने के लिए कितने 
कैसेट्स की बिक्री करनी चाहिए। ॒ 


00 गणित 
विविध उदाहरण 
उदाहरण 23 हल कीजिए : -2<60-[< 2 


हल इस स्थिति में हमारे पास दो असमीकरण -2 < 6:- ] और 6४- | <2 हैं। इन्हें हम 
साथ-साथ हल करना चाहते हैं। हम दिए गए असमीकरण के मध्य में अचर राशि को 
शून्य तथा चर राशि के गुणांक को एक बनाते हैं। हमें ज्ञात है, कि 


-2<0.70/- | <2 





या -2+<60-[+<2+। (दोनों पक्षों में | जोड़ने पर) 
या ना < 0४ <3 
| हि 
या “६5५<6 (6 से भाग करने पर) 
[ ] 
या न्द 6 दूजे ट्रय 
उदाहरण 24 हल कीजिए -3 < ध्स < 8 
हल ॒ ज्ञात है कि 
4 4-7. 8 
बन्‍न्‍_ <: 9 जाई 





4-- 
या 223 0 आ /80 ९ > 25 [8 (2 


या -054-7.६४ < 36 
या -“-090-454-7..-4 < 36 -4 
या -“-0&- 7४ < 32 


[0 -32 
या टन लए कट पिता 
हे फ 
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लजैट 
है 


-32 ]0 . रे हैँ 
जिसे हम पक < ड़ शत के रूप में भी लिख सकते हैं। 


या 





[0 
<४<८--- 
जय 


उदाहरण 28 |४।< 5 हल कीजिए | 


हल प्रथम स्थिति यदि »>20 है, तो इस स्थिति में |४। - & और इस प्रकार 


४<35 
अतः: इस स्थिति में दिए असमीकरण के हल » 20 और » < 5 द्वारा व्यक्त हैं | 
अर्थात्‌ 0<7<5 () 
द्वितीय स्थिति यदि ऋ< 0 तो |४-->» इस प्रकार दिए असमीकरण का परिवर्तित रूप 
-४<5 
या 2>-35 


अतः इस स्थिति में दिए असमीकरण के हल ४<0 और ४ >-5 द्वारा व्यक्त हैं| 


इनका सम्मिलित रूप -5<»<0 (2) 
है। 
(!) और (2) को मिलाने पर |४|< 5 के अभीष्ट हल हैं : 
ह +3 €<<5 
अर्थात -5 और 5 के मध्य की सभी वास्तविक संख्याएं हैं। (3) 


टिप्पणी असमीकरण ।५। < 5 का हल -5 और 5 के मध्य स्थित सभी वास्तविक संख्याएं हैं जिनमें 
-5 और 5 भी सम्भिलित होंगे, 
अर्थात -5<%<5 (4) 


इस प्रकार [॥|<5 ,-5< »<5 के समतुल्य हैं। 


862 गणित 
उदाहरण 26 |४| > 5 को हल कीजिए । 
हल हम पुनः दोनों स्थितियों अर्थात्‌ «५ > 0 और . <0 पर विचार करते हैं। 
यदि ४20, तो 3 < ४ 
अतः |४|> 5 से प्राप्त होता है 
४>5 
इस प्रकार इस स्थिति में दिए हुए असमीकरण के हल 
४>0और.> 5, () 
हैं अर्थात्‌ अपर्युक्त दोनों असमीकरणों के उभयनिष्ठ हल »> 5 हैं | 
पुन: द्वितीय स्थिति में यदि < 0 है, तो |(|>-+> 
अर्थत्‌ू. -3>5 
या हे<-5 
इस प्रकार इस स्थिति में दिए हुए असमीकरण के हल £<0 और ५४ <-5 हैं। 
अर्थत्‌ू #४#<-5 (2) 


(!) और (2) का सम्मिलित रूप 
४<-5 या »>5, है। (3) 
इसका अर्थ है कि वास्तविक संख्याएं » या तो -5 से छोटी या 5 से बड़ी हैं। 


टिप्पणी |५। > 5 के हल ऐसी वास्तविक संख्याएं « हैं, जो या तो -5 से छोटी अथवा बराबर है, 
या 5 से बड़ी अथवा बराबर हैं। 
अर्थात्‌ ४ <नडे यार 5 
इस प्रकार |।०।<55, ४<-5 या 25 के समतुल्य है। 


उपर्यूकत विवेचनाओं के परिपेक्ष में हम अब निम्नांकित महत्वपूर्ण परिणामों का वर्णन कर सकते 
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हैं। इनका सीधा प्रयोग निरपेक्ष मान वाले असमीकरण के हल करने में किया जा सकता है। 
०४>0 के लिए 


[. ४ <४ यदि और केवल यदि - 8<+ < थ. 


[. |४।> ८ यदि और केवल यदि #<-ब्या >>. 


ै ] 
उदाहरण 27 |3%-2|< ्य को हल कीजिए । 


हल ज्ञात है कि 


माना कि 


इसलिए 


या 


या 


या 


या 


या 


या 


| 
[3 ४-2 | < दर 


»-८3.0(-2 


पे 


[»| < हर 


॥ 
>|०-- 


ह 22 


>|+ 


(0 


| 
_-2< - 
3५% 255 


७ |०-+ 


] 
-- -- <्‌ न <-- 
2 +2 < 3४-२2 +2 < 5 +2. 


[नियम | से] 


जल ] 5 हे उनमें 
अर्थात्‌ दिए? असमीकरण के वास्तविक संख्याएं £ जो यु और रा के बीच स्थित हैं, तथा उनमें 
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और -- भी सम्मिलित हों, अभीष्ट हल हैं। 


ऊ |प्णा 


० |-- 


उदाहरण 28 |५+ ! | >3 को हल कीजिए | 


हल |+/+ | >3 का अर्थ है 


डक | छठे या ४+ | <£-3, 


अर्थात॒ +22 या <<-4, 


[नियम ]] 


अर्थात्‌ ऐसी वास्तविक संख्याएं » जो 2 से बड़ी या बराबर अथवा -4 से छोटी अथवा बराबर हैं, 


अभीष्ट हल हैं | 
ने तो कीजिए 
उदाहरण 29 हाथ 0 को हल कीजिए। 


हल स्पष्टत: .+ 5 # 0 


0) माना कि ७+5> 0, अर्थात्‌ ५ > -5 





४-3 
त्तो कल >0 से प्राप्त होता है ५-3 >0 अर्थात »> 3 
जे 


इस प्रकार ४>-5 और ४> 3 
अतः 5<>3 
(7) माना कि ४+5 <0, या <-5 


तो इस स्थिति में 





5-3 
&४+5 
इस प्रकार £<-5 और ४<3 
अतः ४ < -$ 


इस प्रकार दिए असमीकरण के हल ४>3 या £#<-5 हैं। 


>0 से ४-3 < 0 अर्थात्‌ +<3 प्राप्त होता है। 


रैखिक असमीकरण 65 


-डे 
विकल्पत: “हरे 0 को निम्न रूप से लिखा जा सकता है 
जो 


9४ 





पर ञ (४+5) >0. (४+5)? , [चूंकि (६+5)? धनात्मक है] 


या (४-3) (४+ 8) ५ 0. 
दो गुणनखण्डों (६-3) और (४+ 5) का गुणनफल धनात्मक होगा 
यदि ४-3>0 और +>++5>0 ह 
या (४-3)<0 और #४+5<0, 
अर्थात्‌ ४>3और ४>-5 या £<3और #<-5 
इस प्रकार दिए गए असमीकरण के हल है 
४>3या ४<-35. 


अध्याय 6 पर विविध प्रश्नावली 


निम्नांकित असमीकरणों को हल कीजिए 











जे 
4. 2 की 003 7 26 6<-3(2%४-4)<2 
3, -3 < 4-7%< 8 4. -2 <]-3%<7 
5. -7<25:-3< 7 6. -(2<3४-35 <-4 
4- 35% हट 
7. -2 < डे 8. 42007 200 
-5 दु 
् 7 3४-4 5 
८80 + 0 आह 00% है अ्ि 5 
| 2 
]4. |4-» |+] <3 | ]2. <0 


हऋ-3 


00 


43. 


45. 


गणित 


झ-ऊ <0) ३४ + 68 
++2 हि +2 
एक प्लम्बर को निम्नांकित दो विधियों से भुगतान किया जा सकता है। 


: 600 रू और 50 रू प्रति घण्टा 








| संकेत २“ > ]>0 
9 ऋ+2 की न 


श्र 70 रू प्रति चण्टा | 
यदि कार्य में # घण्टे लगते हो, तो # के किन मानों के लिए प्लम्बर को विधि । द्वारा 


विधि [[ की तुलना में अच्छा भुगतान प्राप्त होता है ? 


द्विघातीय 


समीकरण _.................. अध्याय 
(000000७00 ए00७000॥ 


7 भूमिका 
पिछली कक्षाओं मे हम वास्तविक गुणांको वाले द्विधातीय समीकरण पढ़ चुके हैं। एक द्विघातीय 
समीकरण का व्यापक रूप 

4४ +02%४+८50, ०#0 ह ह () 
है, जहां 5, ० और ८ वास्तविक संख्याऐं हैं | स्मरण कीजिए कि द्विघातीय समीकरण के अधिकतम 


दो मूल होते हैं जो समान अथवा असमान, वास्तविक अथवा अवास्तविक हो सकते हैं समीकरण 
() के मूल |, ०, इसके गुणांकों 4, ७ और ८ के पद में निम्नांकित हैं। 


> २४० 486 ऋजनो 4 पक, दिन, (2 आल हनन 
न -89+ जि 4 और डे 9 कि 46८ (2) 
मूलों का समान या असमान, वास्तविक अथवा अवास्तविक होना राशि 9 -44८ के मान पर 
निर्भर करता है। राशि #-46८ जिसे 7 से व्यक्त किया जाता है, को समीकरण (])का 
विविक्तकर ()$५गं7रां॥क्षा)) कहते हैं| समीकरण () के मूलों, जो (2) में दिए गए हैं, को देखने 
से स्पष्ट है, कि 


(6) यदि ४४ -4०-0, तो समीकरण (]) के दोनों मूल 5: हो जातें हैं और इस प्रकार वे 
वास्तविक और समान हैं । 

0) यदि #* -46८ धनात्मक तथा पूर्ण वर्ग है, तब /#7 -4६८ परिमेय है, अतः समीकरण (।) 
के मूल परिमेय और असमान हैं| 

(४) यदि ४” -44८ धनात्मक परन्तु पूर्ण वर्ग नही है, तब ,/8? - 46८८ वास्तविक परन्तु अपरिमेर 


है। अतः इस स्थिति में समीकरण () के मूल अपरिमेय और असमान हैं। (ध्यान दीजिए 
कि परिमेय गुणाकों वाले द्विघातीय समीकरण के अपरिमेय मूल सदैव संयुग्मी-युग्मों 
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(००गुंधट्रआ०-0 9) में होते है जैसे संयुग्मी-युग्ग [+./2 और [-_./2 तथापि अपरिमेय 
गुणांक वाले द्विघातीय समीकरणों के मूल संयुग्मी-युग्मों में नहीं हो सकते हैं। उदाहरणतः 
समीकरण 7? -(2+५3):+2५४3-0 के मूल 2और ,/5 हैं जो एक संयुग्मी-युग्म नहीं 
है।) 


(५) यदि ४? -44८ऋणात्मक है, तब अध्याय 5 के अनुसार ४२ -4४८ अधिकल्पित 
(74879) है, अतः वास्तविक मूलों का अस्तित्व इस स्थिति में नहीं होता है। 

इस अध्याय में हम मुख्यतः वास्तविक गुणांकों वाले ऐसे ट्विघातीय समीकरणों की चर्चा करेगें, 

जिनका विविक्तकर ऋणात्मक होता है। 

7.2 वास्तविक गुणांको वाले द्विघातीय समीकरण 

स्मरण करें कि द्विघातीय समीकरण मुख्यतः दो विधियों से, गुणनखण्डों में विभक्त करके, और 

द्विघातीय सूत्र (2) का प्रयोग करके हल किए जा सकते हैं। वास्तविक गुणांको तथा वास्तविक 

मूलों वाले द्विघातीय समीकरणों के विषय में हम पिछली कक्षाओं में अध्ययन कर चुके हैं। यहां 

हमारा ध्यान मुख्यतः गुणांको तथा सम्मिश्र मूलों (७०॥०।०५॥००७) वाले द्विघातीय समीकरणों पर 

केन्द्रित होगा । 


मान लीजिए कि ४* - 46८ ऋणात्मक है। तब 46०-४* धनात्मक होगा। अतः सम्मिश्र 
संख्याओं के अध्ययन के फलस्वरूप, दो सम्मभिश्र संख्याएँ 


ट्क्तां ४4००-४७? और 29 चना 40 - 0. 
ऐसी हैं, कि ८/522 52 -46८ इनके अतिरिक्त अन्य कोई सम्मिश्र संख्या £ नहीं है जिसके 
लिए ४ -46८ है। इस प्रकार 9? -44८ के ऋणात्मक होने की स्थिति में समीकरण () 
के मूल निम्नांकित हैं। 
नी का 9+ अ द और 
(44 


के -9- विव0-92 
्न् 26 
ध्यान दीजिए कि उपर्युक्त दोनों मूल असमान और परस्पर संयुग्मी है। अर्थात्‌ &। 5०० और 


४2 5४) है। इस प्रकार हम देखते हैं, कि वास्तविक गुणांको वाले द्विघातीय समीकरण के 
सम्मिश्र मूल संयुग्मी-युग्म (०णशंप४्ठ४० एभा) होते हैं| तथापि यह नियम सम्मिश्र गुणांकों वाले 
द्विघातीय समीकरणों की स्थिति में सत्य नहीं हो सकता है। 


अतः निष्कर्ष निकलता है कि ट्विघातीय समीकरण (]) के सदैव अधिकतम दो मूल होते हैं। 
ये मूल 


द्विघातीय समीकरण [69 


60) वास्तविक और असमान होते हैं, यदि ४ -46८>0 
(४) वास्तविक और समान होते हैं, यदि ७ -- 4६८८-0० 
(४) सम्मिश्र संयुग्मी होते हैं, यदि ४ -46८< 0 
हम पुनः देखते हैं कि मूलों के योगफल और गुणनफल प्रत्येक स्थिति में क्रमशः रे और न होते हैं। 
उदाहरण व निम्नांकित समीकरण को गुणनखण्ड-विधि से हल कीजिए । 
> +]-0 
हल ध्यान दें कि, -7 5 , अतः दिया समीकरण 
& -72-0 
या (५४-7)(४+४)50 
या 3 व, ह८++ं 
इस प्रकार ४57 और »-- ही अभीष्ट मूल हैं। 
उदाहरण 2 निम्नांकित द्विघातीय समीकरणों को हल कीजिए। 
6) ४ -5:+65-0 
(6) >-5%ऋ+750 
हल (0) दिया समीकरण 
४ -5.+ 6-0 
अतः ॥050“ -4०८८८(-5/-49८/6-]> 0 
इस प्रकार दिये समीकरण के दो वास्तविक और असमान मूल निम्नांकित हैं। 
. हरी हल 
2 2 


3 और थक] 2, 


| 
() दिया समीकरण 
अतः 70-(-59#- 4::ल्‍:7--3< 0 
इस प्रकार दिए समीकरण के दो संयुग्मी सम्मिश्र मूल हैं। 


चर कर और रे न [क्योंकि ४58 न्जि 7४3] पि 
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7.2. सम्सिश्र गुणांकों वाले द्विघातीय समीकरण ((0प्रश्नतान्नां: स्याब्रांणा ज्ञांगि "णाफ़ा€्र 
९०९ए्टिंशा(5) 

जब दिये समीकरण ८ +89.:+८-0, ०#0, में ०,०,० सम्मिश्र संख्याएं हों तो, चूँकि सम्मिश्र 
संख्याओं में क्रम का अभाव होता है, अतः हम इसके विविक्तकर [9-#? -46८ का चिह्न नहीं 
जान सकते हैं, तथापि ऐसे समीकरणों के सम्मिश्र मूल होते हैं, तथा ये दोनों समान होगें यदि 
४* --462-0 हो और यदि ४? -46८#0 हो, तो दोनों मूल असमान होंगे। इस प्रकार दोनों 
मूल निम्नांकित हैं। ह 


२2 > 46 | कह २७१ >400 ह 
_-“-9+४9 -46८ और कं 27-४2 - 44८ 


रे 76 2 9७ 
जहां #* -46८ शून्य अथवा अशून्य सम्मिश्र संख्या है। 
पुन: देखें कि उपर्युक्त दोनों स्थितियों में मूलों के योगफल और गुणनफल क्रमशः य्ं और 
वही हैं जो वास्तविक गुणांकों वाले द्विघातीय समीकरण की स्थिति में थे। 
ध्यान दीजिए कि सम्मिश्र गुणांकों वाले द्विघातीय समीकरण 7 +/ + 2-75 0 का विवक्तकर 


० चूंकि 
97-44०<0, अतः इसके समान मूल ७5४० ₹ऊ 7 हैं। (चूंकि #<-). 


[यहां मूलों का योगफल ८ स्डः -2 और मूलों का गुणनफल प्प --]] 
पुनः सम्मिश्र गुणांको वाले द्विधातीय समीकरण ४+37%+750 का विवक्तकर 
2 -442<-9-4/(&0) है। अतः: इस समीकरण के असमान मूल निम्नांकित हैं: 


आह ..हू, ५ 35 व व 


॥। 2 नर थे 22, 
देखिए, मूलों का योग 5 37 और मूलों का गुणनफल - ; है। 
टिप्पणी : किसी भी घात (जैसे त्रिघात या चतुर्थ घात) के वास्तविक अथवा सम्मिश्र गुणांको वाले 


बहुपदीय समीकरणों को हल करने में सम्मिश्र राशियों की पद्धति उपयुक्त है। इस कथन की 
उपपत्ति इस पुस्तक के क्षेत्र के बाहर है। 


उदाहरण 3 निन्‍्नांकित द्विघात समीकरणों को हल कीजिए | 
(6) ४-77 5%-25-"0 
() >-(3४2+27) :+6/27-0 


(0) 25 +37%४+2+< 0 


हिधातीय समीकरण ॥7! 


हल 0) दिया समीकरण है 


४ -775४-]2-0 
या & -37 ४-47 5-2-0 
या (४-37)(४-4#) 5-5 0 


अर्थत #&53, #< 47 
इस प्रकार ॥ और 4 दिए गए समीकरण के मूल हैं। 
() इस स्थिति में 
[-(3/2+27)]? -4)0906 ४27॥ 


]8+2 ४2 /-4-24 /2॥ 
(3५2 -2॥) 


9 


इसलिए दिए समीकरण के सम्मिश्र मूल निम्नांकित है। 


४ 


ल्‍- ४2+27)+ 48 ४१-20)? _3५४2+27+3४2-2/ _ 945 


और 
॒ 5 238४0 0050 है “को... 
अत औआ न ो-इइइ3िंिडििलओल 55 
ठ ] 
(|) इस स्थिति में 
0<-(37- 49 22% 25-25 < 0 
इसलिए दिए गए समीकरण के सम्मिश्र मूल 





ह० 237४-25 _-37+57 _ 7 


2;3 4... 82 

और | 

२--37-४-25 _-3-57_ /। 
हज 30027 “| की «४ 
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प्रश्नावली 7.4 
निम्नांकित समीकरणों को हल कीजिए | 


8.. 25ल्‍ -30.:+9-0 2. 20 -2/95%+-0 
3. ५उ+-अी४-] 52 . 4. 2+50 

3. ४४-4.0+75८0 6. 25% -/3४+50 
7. ४४+४+]5८0 8, ४ +257+250 
9. 25% -30४+[50 . [0. 5४7-6%+2-0 
4. 3४7 -7४+5-0 2, 43%7 -75+-0 
3, 9४7 +]0%+3-0 4. 8» +9%+3-0 
[5. 7.7-28.:+250 6, 2॥.07+9.5+]5 0 
7, ॥7४7 -8:+5-0 8, 2757 -29%+]-0 
9, 2%7 +28%+0-0 20. 2757 +0%+50 
2]. «४? -(3/2-2/):-6४/2750 22. ४? +46६-4-0 


7.3 मूलों तथा गुणांकों में सम्बन्ध 


द्विघातीय समीकरण 6४ +/४४+८-0,  6%0 पर विचार कीजिए, जहां 6, ० और ८ 
वास्तविक संख्याएं हैं। 


मान लीजिए कि इस समीकरण के मूल ७, $ हैं। 
अनुभागों 7. और 7.2 में वर्णित विवेचना के अनुसार हम पातें हैं, कि 


() यदि ४४-44८>0, तब ०, 3 निम्नांकित हैं : 


सी सिर 9+ 0 - 46८2 > 42 और ( न - बफ - बट +4धट 
थ्ध् ख्द्व 
(४) यदि ४१ - 4०८००, तब ०, 0 निम्नांकित हैं : 


--02 
0 <--++ 5८ 
य्द ५ 
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« (॥) यदि ४४-4०८< 0, तब ०, 3 निम्नांकित हैं : 
५--2+7४4०८-४? और पं +5 ४ बह 6-0 
2 श्ध् गत 
देखिए कि प्रत्येक स्थिति में 
८ 


०0+3+- रे और ०३८ हे 


यदि हम द्विघातीय समीकरण 4४ +9५४+८2-0, ८४0 के दोनों पक्षों में ८ से भाग दें, त्तो 
इसका रूप निम्नांकित होता है, 


| ८ 
४ +--४+-<८ 0 
१ ध 


अब देखें यदि किसी द्विघात समीकरण में ४” का गुणांक । हो तथा सभी पद केवल एक पक्ष 
में हों तो मूलों का योगफल » के गुणांक का ऋणात्मक (४०४४४४०) और मूलों का गुणनफल 
अचर पद के बराबर होता है। 


दूसरी ओर यदि ७, 3 दो असमान संख्याएं हैं तो ०, 3 को मूल रखने वाला द्विघातीय 
समीकरण निम्नांकित है, 


(४-0) (४-)570 

'अर्थत्‌ू <-(७+३)>+0०१८०. 

इस प्रकार दिए दो मूलों को रखने वाला द्विघातीय समीकरण निम्नांकित है, 
» -(मूलों का योगफल) »+(मूलों का गुणनफल)>0 . 

अब हम कुछ उदाहरणों पर विचार करते हैं 


. उदाहरण 4 हल किए बिना समीकरण 3४2 -7%+2-0 के मूलों का योगफल और गुणनफल 
ज्ञात कीजिए | । 
'हल दिए समीकरण 3४2 - 7४+ 2-0 के दोनों पक्षों में 3 से भाग करने पर, 
की मन 0 
फ् ॥। व | न । व | 0 
अतः मूलों का योगफल <-(» का गुणांक)- तर 


मेल 2 
और मूलों का गुणनफल 5 अचर पद > दर 
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उदाहरण 5 वह समीकरण बनाइये, जिसके मूल हैं, 


3+ बी 3-०7 
व" वर 


हल 06) मूलों का योगफल 55 और मूलों का गुणनफल 56 


0) 2,3३3 () 


इसलिए अभीष्टं समीकरण, #-5%+65-0. 


कली मूली ] । 
0) मूलों का योगफल « मर , और मूलों का गुणनफल < दु . अतः 


हर | ॥ + पर -:0 अभीष्ट समीकरण है। 


या 8.४ --2.0+5 0 


टिप्पणी सम्मिश्र गुणांको वाले द्विघात समीकरण के मूलों और गुणांको में संबन्ध के लिए हम 

अनुभाग 7.2 को स्मरण करके देखते हैं, कि ऐसे समीकरण के मूलों के योगफल और गुणनफल 

' के सूत्र वहीं हैं, जो वास्तविक गुणांक वाले द्विघातीय समीकरण की स्थिति में है। अतः निष्कर्ष 
यह निकलता है, कि 

0) यदि 6८ +७.७+८८०, ०४४0 सम्मिश्र गुणांको वाला द्विघातीय समीकरण है, तो 

मूलों का योगफल ८ -् 


और मूलों का मगुणनफल हु 
(॥) यदि ७, 3 सम्मिश्र संख्याएं हैं, तो ७, 0 मूलों वाला द्विघधातीय समीकरण निम्नांकित है: 
४ -(0+ 8).0+ (७) -0. | 
या 7 -(मूलों का योगफल) ++ (मूलों का गुणनफल) - 0. 
उदाहरण 6 वह द्विघातीय समीकरण बनाइए जिसके मूल हैं, 





0) 380,47 (४) का ट 

हल 0) मूलों का योगफल -3।+4[- 77 
और मूलों का गुणनफल (37) (47) --2 
अतः अभीष्ट समीकरण है, & -7/5-2-0 
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है 


(_) मूलों का योगफल >> सर व कट का 








4+ 3 
4 


++ 


और मूलों का गुणनफल 5 ॥ द् न हर | बे के | 


अतः अभीष्ट समीकरण है, 
मम मी 0] 
रत 


या 45 -8%+75-0 
उदाहरण 7 दिए गए द्विघातीय समीकरण 
(४-2) ४ + (६-5) ४-5 50, £ 2 
में # का ऐसा मान ज्ञात कीजिए कि _ 
() समीकरण का एक मूल 2 है। 
(४) मूलों का योगफल 3 है। 
(0) मूलों का गुणनफल -4 है। 
(५) दोनों मूल समान हैं। 
(५) मूल संख्यात्मक दृष्टि से समान परन्तु विपरीत चिहनों के हों । 
हल 0) चूंकि 2 दिए समीकरण का एक मूल है, अत: यह उसे अवश्य संतुष्ट करेगा | इसलिए 
(४-2)(27)+ (४-5)(2)-550 
या 4&-8+2%&-0-5-0 
या 6/:-235-"0 





23 
या ६5८ ्द 
मूलों “(४5८ 
(0) दिए समीकरण के मूलों का योगफल - या . परन्तु प्रश्नानुसार यह 3 है। 
. “(६-० _ 
543 आल मप्र 
या -#£+553ऋ-6 
।] 
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0) 


(५) 


(९) 


मूलों सु 
दिए समीकरण के मूलों का गुणनफल - स्ठ 


परन्तु प्रश्नानुसार यह -4 है। 


काजल 
0 
_3 
या &ऋ हा 


चूंकि दिए समीकरण के मूल समान हैं अतः समीकरण का विविक्तकर <0।| अतः 
(४-5) -4:(-5) ((- 2) <0 | 
या #£&-0/+25+ 20/ - 40-50 
या £&7+0#/-55-0 
६--5+290 या #८-5-29/0 


प्रश्नानुसार समीकरण के मूल संख्यात्मक दृष्टि से समान परन्तु विपरीत चिहनों के 
हैं। अतः मान लीजिए कि मूल ७और - ० हैं। इससे मूलों का योगफल 50 





लो को _ -(४-5) ६-5 _ 
मूलों का योगफल 5 “टर"57 | इसलिए _-55० 
अर्थात्‌ &55 अभीष्ट मान है| 

प्रश्नावली 7.2 


. हल किए बिना निम्नांकित प्रत्येक समीकरण के मूलों का योगफल और गुणनफल ज्ञात कीजिए | 


() 


(आ) 


() 


(9) 








20 - 3५+5-0 (9) (3४ -]) »* - #४+ (८-2) - 0, ध्ल्दु 
] दिख हि 

#ऋ+--८7 जो उ+-क्त +० 

॥॥ कु (५) का प्र ८, 50 

उस समीकरण को बनाइये जिसके मूल हैं: 

3-४2 3+४2 (0 7+ 2: 
2 2 

28: « ला, 0) 3-4॥ वा 

वर! ब् ह (0५०) 3-47, 2+372 

3कई. 

ज्तः उ (शं) 3-४, -+2 


3. &का वह मान ज्ञात कीजिए ताकि समीकरण 25 -6ऋ+#£-0 का एक मूल दूसरे मूल का दूना हो। 
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4. #४४ का वह मान ज्ञात कीजिए ताकि समीकरण «४ +(277+]) ५+% +2-0 का एक मूल दूसरे 
मूल का दूना हो। ह 
5. समीकरण (#-)%< -/८-। के लिए & का मान ज्ञात कीजिए ताकि 
60) एक मूल -3 है। 
(9) मूलों का योगफल 2 है। 
(४) मूलों का युणनफल -3 है। 
(५) दोनों मूल समान हैं। 
(५) दोनों मूल संख्यात्मक दृष्टि से समान परन्तु विपरीत चिहनों के हैं। 
6. #का वह मान ज्ञात कीजिए ताकि समीकरण £(४-) -5%-7 का एक मूल दूसरे मूल का दूना हो। 
7, #के किस मान के लिए समीकरण 2: +3:+#-0 के मूल समान हैं। 
8. सिद्ध कीजिए कि समीकरण #४+95:+५८0 के मूल परस्पर व्युत्तम (६९;ंण्ा०८३) हैं। 
9. #के किस मान के लिए द्विघातीय समीकरण » -4.0+/८0 के मूलों का अन्तर 2 है। 


।0, 


श््जे 


£ के किस मान के लिए ट्विघातीय समीकरण 2/४ -20:+2-0 का एक मूल दूसरे मूल से 2 
अधिक है। 

]. वह समीकरण बनाइए, जिसके मूल समीकरण >-3:+2-0 के मूलों से 2 अधिक हो। 

2. वह समीकरण बनाइए जिसके मूल समीकरण .+#:+2450 के मूलों के # गुने हों। 

फ्र्व मूलों के सममित फलन (शायरी कफ्रासांग्राड एण 7२008) 

०और 0 से युक्त कोई बीजीय पद /(०, 3) को सममित कहा जाता है, यदि ७ और ठ को परस्पर 
परिवर्तन कर देने पर वह अपरिवर्तित रहता है, [अर्थात्‌ यदि /(०, 8)5 /(), ०) |. 

० और 9 के कुछ सममित फलन 


3 3 
कह | एक ; ० ; ८ तह ; ० +त+०णी ; “हा: का ! 
00 [0 ७ 2. ६. २8 2 हैँ 
ता ; आप : ०४ 3+053: इत्यादि हैं। 


' बीजीय पद /(०,३) - ०? - (3 सममित नही है। क्योंकि /(8,०)5837-०#०* -(+- /(०,9) . 


० और 9 के सभी सममित फलन दो सममित फलनों ७+ 3 और ० 0 के पदों में व्यक्त किए.जा 
सकते हैं। उदाहरणत: 
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० + 37 >(०+ 3) - 200 


७ +07 ८(७+ 93) -3058(०+ 3) 
3 ० 

० १ (७७) 

| (०+9)_ “200 
छठ (०9) 


० १+०॥* <०१(०+)) 
इस प्रकार हम देखते हैं, कि द्विघातीय समीकरण 6४ +9:+८50, ०#%0 को बिना हल किए ही. 


(०) हम प्रत्येक सममित फलन, जो समीकरण के मूलों से सम्बन्धित हैं, का मान उसके गुणांको 
के पद में ज्ञात कर सकते हैं। 


(9) हम उन द्विघात समीकरणों को बना सकते हैं, जिनके मूल निम्नांकित संख्या-युग्म (क्ला8 
० ॥ण्र7०७) में से कोई एक हो, 


५0% एक 5 कि 00७ 5 ढ़ 
इत्यादि, जहां ०, ) दिए द्विघात समीकरण के मूल हैं। 


उदाहरण 8 यदि समीकरण 2. +3%+7-0, के मूल ७, 3 हों तब निम्नांकित के मान ज्ञात 
कीजिए। 


हि 
ठ 2 


हर । 
2 


[-.] । .॥] 
0) ८ +ह. 0) ०+७.. 079 75 0७ ७ हु . 
हल॑ चूंकि ०, 9 समीकरण 2&7+3ऋ+7-0 के मूल हैं। अतः 

0:+(0> और ०३-- 
इसलिए हल्ह 
॒ 0) ०१+ ३ <>(०+ ३) - 200 


] 
ही 2 हक 
रन ठ | 507 कल 


0) ४+ह*-८(०७+ ३) -3०0(०+ 5) 


>_ रए | 3०23 ]_ 99 
क | ग | स्क | 7 ऐ हठ 
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(0) फ - शक 
2200 ० 23) 
2200 200 «०0 २5.7 
* | | (०+3)* - 20 
को के 5 
ते । 
£ अल 


उदाहरण 9 यदि ०, 90 समीकरण #£+45+#-0, 9#0 के मूल हैं तो वह द्विघातीय 
समीकरण बनाइए जिसके मूल, 
60) 2०, 28 (0४) ०४, 8* (॥) पर हे 6४०). ०१३, ० हैं। 
हल चूंकि ०७, 5 दिए गए समीकरण के मूल हैं, 
अतः 0करिलन्द: और फील्ड: 
माना अभीष्ट समीकरण के मूल ०९, 0' हैं, तब 


6) ०'+ 8! 5८ 20+2) - अत 5) ८ प्रा 
और ०+ ८ (2000) 640 
वह समीकरण जिसके मूल ०५ ठ' हों, ४ -(०:+9') 2+ (०/७'))50 है। अतः अभीष्ट समीकरण 


2 2 न (24) >८ ++ 47 च् () 
2 /2 


या. #४+245+4#-0 


व 3 -- (५2 2 __ 2 +# 20 60॥:55-----०८--८+ ३३ 
6) ० ०+८७७ +3 (०७०+5)-20 9 हे 


०८ ०१? >> (०७७) 
2 
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हर + _27/ ॥ 
आय न मय -ह अभीष्ट समीकरण है, 
2 2 


या 7७४ -(4-2%/)-5 ४-0 


(४) इस स्थिति में 


ही लय आज की. 288 चमक 
एक तल पक ह न्‍ 
यो अप 
हे ०0 7 


अत: >- कु ॥। + २-0 अभीष्ट समीकरण है 
या +/४+9++/750 
(५) इस स्थिति में 


७/+ 9" + 020+0 ८ ०(०७+३) ८ “5 


है 
2 





े 


, पुनः ०/१'८(०३) (०१) (०३) <-+ 
2 
2 नधा | अभीष्ट समीकरण 
इसलिए »-| --5- [(+-5-0 अभीष्ट समीकरण है, 
/2 !2 
या 7४४ +ऊवध्कह+ #-0 


प्रश्नावली 7.3 
यदि ०, 8 समीकरण 3४2 -- 5४-8-0 के मूल हों, तो निम्नांकित का मान ज्ञात कीजिए : 


0) ७? +|_* 0) ० +३... (0 य (९) हा (९) ०१+0०*. 
यदि ०७, 3 समीकरण »+3.+6-0 के मूल हों तो निम्नांकित के मान ज्ञात कीजिए : 

५ ०.०? नि 2 92 

() ता (ीं) ७ + 0 


यदि ७, | ट्विघातीय समीकरण ४7 +#४+4-0 के मूल हों तो निम्नांकित के मान ज्ञात कीजिए : 


6) «ै+. () छौ+87. 


3, 


44, 
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यदि ७, 9 समीकरण ४ -4४+/+-0 के मूल हों तो निम्नांकित के मान ज्ञात कीजिए : 
0) ० - /+३7 (&) «ढ&+ठ87. 
यदि ०+05। और यदि ७“ +(“-2 , तो निम्नांकित के मान ज्ञात कीजिए : 
6) ७+3. () «७+(. 


यदि ०, 9 समीकरण 3%7? -- 4%+ + 0, के मूल हैं, तो वे समीकरण बनाइए, जिनके मूल निम्न है: 


00 3०. क) कह 00८ हर 

यदि &«+£&:+८० 5० के मूल ०, 3 हैं, तो वह समीकरण बनाइए जिनके मूल निम्न हैं : 
पर ०७ ) न 

() 9! तर (॥) 0 $ हर 


यदि समीकरण <+/#%+950 के मूल ०, 3 हैं, तो वह समीकरण बनाइए जिनके मूल 


60) ८*, 8? (9) «+फु' 8+ हैं। 


यदि ४” -2:+3-0 के मूल ०, 3 हैं, तो वह द्विधातीय समीकरण ज्ञात कीजिए, जिसके मूल 
०+2, 3+2 हैं। 


. यदि समीकरण 2“ -5%+7 50 के मूल ०, ठ हैं, तो वह समीकरण ज्ञात कीजिए, जिसके मूल 


20+33, 30+2) हैं। 


. वह समीकरण ज्ञात कीजिए जिसके मूल समीकरण <-#%+4-0०0 के मूलों के व्युत्क्रम हैं। 
. यदि किसी द्विघात समीकरण के मूलों का योगफल 3, तथा उनके घनों का योगफल 63 है, तो वह 


समीकरण ज्ञात कीजिए । 


यदि ७, 9 समीकरण ० +8४+०-0० के मूल हैं, तो निम्नांकित का मान ज्ञात कीजिए : 


0 आप है 
(6) कि (8) न] 


यदि ०, $ समीकरण #४+4₹० के मूल हैं, त्तो वह समीकरण ज्ञात कीजिए जिसके मूल 


«कु और 0+ हैं। 


. यदि ७, 3 समीकरण #<“+4::+#>0 के मूल हैं, तो वह समीकरण ज्ञात कीजिए जिसके मूल 


ईँ और ि हैं। 
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7.5 द्विघातीय रूप में परिवर्तित किए जा सकने वाले समीकरण (एरवप४ाणा5 ॥२९१एलंफा€ 
60 (शात्षतात्रांए 709ा) 
इस अनुभाग में ऐसे समीकरणों को हल करेगें जो द्विघातीय नहीं हैं, परन्तु द्विघातीय समीकरण 
के रूप में परिवर्तित किए जा सकते हैं। 

निम्नांकित उदाहरणों का अध्ययन कीजिए 
उदाहरण 0 निम्नांकित समीकरण को हल कीजिए 

न नस्ह-2 , 
हल समीकरण के दोनों पक्षों का वर्ग करने पर, समीकरण का परिवर्तित रूप है, 
>2-550+4+- 0 

या (४- (४-4) 0 ु 
ध्यान दें, ४54 मौलिक समीकरण ./(- ८-2 को संतुष्ट करता है, परन्तु “ इस समीकरण को 
संतुष्ट नहीं करता है। 

अतः दिए गए समीकरण /#->-2 का केवल एक मूल ४-4 है 
टिप्पणी यदि हम किसी समीकरण के दोनों पक्षों को वर्ग करते हैं, तो हम एक नया समीकरण 
पाते हैं, जो मौलिक के समतुल्य नहीं होता है। वस्तुत: समीकरण ४-3 का केवल एक मूल 
अर्थात 3 है, परन्तु समीकरण ४-9, जो ४-3 के दोनों पक्षों को वर्ग करने से प्राप्त होता है, 
के दो मूल 3 और -3 हैं। -3 को समीकरण #-3<0 का बाह्य मूल (्ान्रात०078 7000) कहा 
जाता है| उपर्युक्त उदाहरण 0 में दिए गए समीकरण का बाह्य मूल £<| है। 
उदाहरण 4] #+. -2-0 को हल कीजिए। 
हल दिया समीकरण द्विघातीय नहीं है, यदि #” 5 » प्रतिस्थापित करें, तो दिए समीकरण का 
परिवर्तित रूप, 

४7 +»-2<-0 है जो कि एक द्विघातीय समीकरण है। 

अतः (४-3) (५+4)5८"0 

अर्थात्‌ »/53 या #+- 

अब यदि »53, तो %&-<3 

अत: #5- + 3 

पुनः यदि #»--4 तो > ८-4. 

अतः #&5+#+-4-<+?2/ 

अतः #&-+3 और 27 
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उदाहरण 42 (४-57) -30(४7 -5५)-26-0 को हल कीजिए। 


हल यह समीकरण द्विघातीय नहीं हैं, परन्तु चतुर्थ घातीय है। यदि ४ -5%<» प्रतिस्थापित 


कर दिया जाय, तो दिए-समीकरण का परिवर्तित रूप, »-30/-265-0 एक द्विघातीय 
समीकरण है| 
बायें पक्ष का गुणनखंडन करने पर हम पाते हैं, 
(५+0) (५-36) 50 
अर्थात ४#5-6 या »>5३36 


यदि #ल-6 
तो ४ -5%5--6 
या >7 -57+650 
या (४-2) (४-3) 50 
अर्थात्‌ >>2या £<3 

पुनः यदि #/536 तो 

7 -5%5 36 
या ४7 -5%-36-0 
या (४-9) (४+4) 50 
अतः ४59 या ४८-१4 


अतः दिए समीकरण के अभीष्ट मूल ४5 2, ४ 3, ४ >-4 और ४-9 हैं | 
उदाहरण 3 (४ --5:+7)  - (४-2) (४-3) 5-7 को हल कीजिए । 
हल दिया समीकरण द्विघातीय नहीं है, बल्कि चतुर्थ घातीय है। इसे निम्नांकित रूप में लिख 
सकते हैं। 
(४ -55+7) - (४ -5%+6)-]5८7-] 
या (४ -5%+7) - (& -5:+7) 56 
अब ४ -5ऋ+75>» , रखने पर दिए समीकरण का परिवर्तित रूप है। 


० पल हिल्लो) 
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यह » में द्विघातीय समीकरण है ! जिसका गुणनखंड है 
(४-3) (४+ 22-50 


इस प्रकार »्>3 या #+-2 
यदि »न्‍-उतो 
अी-5ठप+ार53ठ 

या >+-5%+4+<- 0 

या (:-) (४-6) 55 0 
इसलिए . आऋरू। या &#54 
पुनः यदि »स-2 

तो ४2 --55+7 +-2 

या 7 -55+9+-0 

के ५०3 2-36 _5+/] 

2 2. हा हा 

इस प्रकार अभीष्ट मूल &> , ४ > 4, ब्त्ऊत और स्लिम हैं। 


उदाहरण 44 »£(४+2) (४: -)-5--] को हल कीजिए | 
हल दिए समीकरण को निम्नांकित रूप में लिख सकते हैं। 
२(>+ 2) (४- |) (+ 4) + 7 


या >(+) (&+ 2) (४-) -+ 
या (&  + |) («7 + ४-2) 5-7 
अब अं +ऋ 55 9 
रखने पर दिए समीकरण का परिवर्तित रूप 
औ(५-2) 5-४ 
या >7 ७ 29+-0 
या (»-7)7 50 


इसके »- | दो समान मूल हैं। 
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अतः अं +ह 5] 
या ४ +४-50 
-]+ «०5 लि का 
अतः कल न और अल ४5 
2 2. 
चूंकि -]+४5 -॥-४5 
चूंकि /»> | दो बार आया हुआ मूल है, ४5--5 ४० और +> 5 ४ दिए समीकरण के 


दोहरे पुनरावृत (०7४४॥००) मूल हैं । 
9 ५ ॥ | 
उदाहरण ]5 हल कीजिए । की | [ पद ] - 450, £४#0 


] 
हल मान लीजिए <+-5>» , तो उपर्युक्त समीकरण का परिवर्तित रूप 








»>7+ 9-650 है, 
या (५+3) (५-2) 50 
जिससे »--3 या »-2 प्राप्त होते हैं। 
यदि » 5-3, तो 
हा ० 
४ + 
या जद 
या »<“+3%+5-0 
“-- 3 +- ५5 है 
इसी: कक जम कब अर ४7 प्राप्त होता है। 
पुनः यदि »/-2, तो 
कल 
धर 


जिसे सरल करने पर £“ -2:%++-0 प्राप्त होता है, 
या (४-7) -0 
जिससे &- , । मिलते हैं। इस प्रकार दिए समीकरण के हल 


»->], ] और सक हैं। 
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उदाहरण 6 हल कीजिए 
42४ -७ 56.0 +895%“ - 56/+[2-0 
हल ४ से दोनों पक्षों को भाग करने पर हम पाते हैं कि 


00238 89 ० .+% न 
टी भर # » 8 


या रूह कर ]36[२० ६ |7४७०० 
ञः न 


2 
या णलप | “20२६ )+४७८० 


मान लीजिए ४+ न 9», तो उपर्युक्त समीकरण का परिवर्तित रूप, 
2(97 -2)-569+89< 0 


या 829 -569+65-0 है। 
यह द्विधातीय समीकरण है। इसका गुणनखण्डन करने पर (69-3) (2»-5) 50 प्राप्त होता है। 


3 
इससे #८ हवा »क्त् प्राप्त होता है। 





_3 । _3 
यदि अदा, तो अप ्ट 

2 

>> +]_ 43 
य़ा ड -- 

हर 6 

या 6“ -3%£+6+- 0 
सा (3/४- 2) (2४-3) 50 . 


जिससे कद या स्क्जु प्राप्त होता है। 


>> ]_5 
पुन: यदि »>5, तो &४+ न 


जो सरल करने पर 2%£2 --5:+2-0 के रूप में मिलता है। 
या (४-2) (22-) 50 
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] 
जिससे ४2 या +ठ5 प्राप्त हुआ। 


] है 
इस प्रकार दिए समीकरण के हल #>ऋर ठ बे तर और 2 हैं । 


(५० | >> 


उदाहरण 7 4" -5.2" +4-0 को हल॑ कीजिए | 

हल दिया समीकरण निम्नांकित रूप में पुन: लिखा जा सकता है, 
(2"/)? - 5.2! +45-0 

>> ५, रखने पर हम पाते हैं, कि 


92 -3539+4>0 
अतः (५-4) (४/- ]) 5 0 
इसलिए #>54 या 9 ८ ! 
यदि 95८१4, 
तो 2-4 
या 27 - 27 
इसलिए #5८2 
पुनः यदि 95|तो 275<॥ 
या 285 < 20 
इसलिए #>0 
इस प्रकार दिए समीकरण के हल »<0,2 हैं। 
प्रश्नावली 7.4 

निम्न समीकरणों को हल कीजिए : 

32 
. >0+> -250 4 2. अ-5:7+6-0 

2 2 2 2550 | [ शक 
3. (४-35) -5(४” -35) + 65 0 4. 2 “ए (२६३5० 

हु 

5, (४ -3:+3) - (४-])(४-2) +7 6, 47 -3.2772 +32-0 


है # 353 + हे हा 2 50 8 तल तप 6 55 2.9477 0 
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9,  + 0-4. +.४+ [0 ॥0 
ग उन आओ _20-जे (2 बे जे है के __उ 

' हक #&-2 £४-! बना हि 6 
| गा लिकाय न बी-फ 4 ् किक आना _० 
' बीकड - भी-फर ह॒ ४ है २3) 05३ नल रे 

है] पी 

5. ४४+5 + ४५४+2] 5८ ४6७+40 6, कल च््ठे 

४-॥| -2. ज-5 ४-6 हि॥॒ 3 ६] 

>++-+्क धचा-प+त 5 न लत: इन 75 . 45% -]65८ 9.४ + 4 -# 
7, एज मत टूट लत 88. 4 ]65 + 75 +6.0+4< 0 


7.6 अनुप्रयोग (400४0 075) 
इस अनुभाग में हम द्विघातीय समीकरणों जिनकों इस अध्याय के अन्य अनुभागों में अध्ययन किए 


हैं, का प्रयोग कुछ विशिष्ट प्रश्नों के हल करने में करेंगे। 
उदाहरण ॥8 निम्नांकित का मान ज्ञात कीजिए | 


हल (0) मान लीजिये कि, ४८ (20+420+ आय ४20+ ४2 


() 


(9) 


या 


(20+५०0 
20+ अल. कक 


324 20+.... 








वर्ग करने पर हम पाते हैं, कि 


या 


इस प्रकार 


क्योंकि « धनात्मक है, अतः ऋणात्मक मान की उपेक्षा करने पर अभीष्ट मान 5 है। 


अर ४20++ 

37 -20++ 

४7 -४-20-0 

| ी+80 -ी+80 
कर 


,. (४+ ) (७+ 2) (४+ 3) (७४+ 4)+ |[ < 0 
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(6) मान लीजिए कि. &520+पाण 


20+: 
की 20+ 
या ४८ 20+-- 
8 

अतः » -20%-5-0 
इससे न के -]0+ ४ी0] 

20- /404 तो हे 
या अलणति रू ]0-४/0। प्राप्त होते हैं। 


क्योंकि अभीष्ट मान ऋणात्मक नहीं हो सकता है, अतः 0-/0] उपेक्षणीय है। इस प्रकार 
अभीष्ट मान 0+ ४0 है। ह 


उदाहरण 49 यदि समीकरण »7-3०:+47-50 के मूल ०, 3 इस प्रकार है, कि 
०५+(9-.75, तो ८ का मान ज्ञात कीजिए | 


हल चूंकि ०, 3 समीकरण & -36:८+ ८-0 के मूल हैं। 


अतः: ०+3532 और ०0(-व 

चूंकि ०१ + 37 ->(0७+ 3) -200 - 9६-24 > 74 
प्रश्नानुसार ० + 7 ८.75 

अतः पर <.75 

इसलिए ६ +>+0.5 


उदाहरण 20 दो अंक की एक संख्या अपने अंको के योगफल की चार गुनी, और अंको के 
गुणनफल की तीन गुनी है। संख्या ज्ञात कीजिए | 


हल मान लीजिए कि संख्या के दहाई स्थान का अंक «तथा » इकाई स्थान का अंक है। 
अत: संख्या ८ (0४+ 9) 
प्रश्नानुसार [08+ |>4(&+ 3) 
और ]0%+ 9 39५ 
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इनमें से पहली समीकरण से प्राप्त होता है। 
62 ८ 39 या 2४5८७ 
0:+ ४ 5 3209 में 2४5» प्रतिस्थापित करने पर हम पाते हैं, कि 
]0%+ 25 ८ 6.7 
या ४7 -205-0 
जिससे ४८0 या ७४८2 
यदि ४0 तो ४50 और इस प्रकार संख्या इस स्थिति में दो अंकीय नहीं है। 
अतः ४52, »-4 ही उपयुक्त हल है | 
इस प्रकार अभीष्ट संख्या - 24 
उदाहरण 2] उस संख्या को ज्ञात कीजिए, जो अपने धनात्मक वर्गमूल से 20 बड़ी है। 
हल भान लीजिए कि अभीष्ट संख्या » है। अतः कल्पना के अनुसार 


४-४ ८20 
या (४-20) ८. 
या &7 -4[7+400-0 
या (५४-25) (४-6) 50 


इस प्रकार &>25 या ८ 6 

लेकिन ४ < !6, दिए गए समीकरण को संतुष्ट नहीं करता है, अतः: अभीष्ट संख्या 25 है। 

उदाहरण 22 निम्नांकित समीकरण निकाय को हल कीजिए | 
(४+ 9) -2(४+ ४) 55 
(७-७ 

हल »«+»- 2 समीकरण (॥) में प्रतिस्थापित करने पर 
2/-22-55-0 

या (7-5) (:+3)5"0 

इस प्रकार 5८5 या ४5-33. 

अतः हम समीकरणों के दो निकाय (5५४८7) पाते हैं। 
झेक 503, हऔै४८6 


डक 9 5-3, ४४८6 


(।) 
(2) 


(3) 
(4) 
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निकाय (3) में » का विलोपन करने पर 
रख -<)८ 6 

या ४ -5%+65-0 
इस प्रकार >>3 या £४52 
पुनः यदि ४-3 तब #»-2 और यदि ४-2 तब 3 । 
इस प्रकार &>3, ५52; ४-2, »-८ 3 समीकरणों के हल हैं। 
इसी प्रकार समीकरण (4) से हम पाते हैं, कि 

+>-3+//ी5 ह -3-४5 जा गा | आय 27/ 5 


ठ आल जज्फ्ता 5 त्‌ः ठ 

अभीष्ट हल हैं । 

उदाहरण 23 एक तरण-ताल में लगातार एक समान प्रवाह वाले तीन पाइप लगे हैं। प्रथम दो 
नल साथ-साथ खुले रहने पर ताल को उतने समय में भरते हैं, जितने समय में तीसरा नल 
उसे अकेले भर देता है| दूसरा नल ताल को पहले नल की अपेक्षा 5 घण्टे पूर्व, और तीसरे नल 


से 4 घण्टे बाद भरता है। तीनों नल अकेले अकेले कितने समय में ताल को भरते हैं? 


हल मान लीजिए ५ ताल का आयतन तथा दूसरे नल द्वारा ताल को भरने में अकेले « घण्टे 
लगते हैं। अतः प्रश्नानुसार प्रथम नल को ताल के भरने में (४+ 5) घण्टे, और तीसरे नल को 
ताल भरने में (४-4) घण्टे लगते हैं। 

इस प्रकार पहले, दूसरे और तीसरे नलों द्वारा । घण्टा में भरे ताल के भाग क्रमशः 

के लो 
हि आह] 
५ 
२-4 











अतः प्रश्नानुसार 5 न न 


&४+35 


चूंकि ५%0 अतः 9 से भाग कंरने पर, 
] | ] 


४ + 5 जे & . ४-4 








या ४7 -8:-205-0 
या (४-0) (४+ 2) 50 

इस प्रकार ४ 0 या £ - -2, लेकिन »समय (घंटो में) होने के कारण ऋणात्मक नहीं हो सकता है। 
अतः ४ ज+ |0 


इसलिये, नलों द्वारा ताल को भरने में लगे अलग--अलग समय क्रमशः 5 घण्टे, 0 घण्टे, 6 घण्टे हैं| 
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उदाहरण 24 प्रतिबन्ध ज्ञात कीजिए ताकि समीकरणों <+०:+9250 और >&+#;४+6-5 0 


के एक मूल उभयनिष्ठ हों | 

हल मान लीजिए कि ७ इन समीकरणों का उभयनिष्ठ मूल है। 
अतः ०7 +८0+४9 50 
और 0० +#90+०50 

अब तिर्यक गुणन-विधि द्वारा 


0० ॥। 











67-02. 0-4 0-6 





2 _7,2 
उपर्युक्त से रण सटे +-(6+0) और ७-। 


० का विलोपन करने पर 
(ध+४) <-] 
या 8+89+]+- 0 
जो कि वांछित प्रतिबन्ध है। 


उदाहरण 25 यदि समीकरणों &/+#++८ 0 और ०,>+8,-"+८, 50 का एक मूल 


उभयनिष्ठ हो, तो उसे ज्ञात कीजिए | 
हल मान लीजिए कि ७ इन समीकरणों का उभयनिष्ठ मूल है। 
अतः 8७४ +890.+० 50 
एवं 42०“ + 820+८2, 50, 
अब तिर्यक गुणन-विधि द्वारा हम प्राप्त करते हैं 
तन जी: 2 पद आिचक 
9०2-००० 5720 7००००. 8002 - 420 


प्रकार 2_ 0[02 - 6५ ० 692] > |: 
इस प्रकार 0 ८:----+-..._- और 05 --+-+-+--+- 5 
पर 4|02 - 429 व? - बढ 


2 
अतः 0[02-7090 _ [620 - ०८० 
०|22 - 420 692 ०7 4:9 
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0८2 7220 _ 422[ “6८० 

गा 620|- 4८२2. 4१2 + 9209 
े _ ८2८] - ८८५ 09८2 -220] 
डी 6|93 -+ ०29] हि 20 -०9|८०३ 
प्रश्नावली 7.5 


36% 60 46%४५३ ४6+... का मान ज्ञात कीजिए। 


2+ लय का मान ज्ञात कीजिए | 
व्यलता कब 





2-------- का मान ज्ञात कीजिए। 


श् 


38 न, 


आर गाल उलद ४४-४४-.... का मान ज्ञात कीजिए। 

वह संख्या ज्ञात कीजिए जो अपने घन वर्गमूल से 2 अधिक है । 
हल कौजिएं # कं» <ज94, #+कन्नॉई 

हल कीजिए, & + 82, &+ »54 

हल कीजिए, >&+#># 257, #+#्ू5 


कपड़े के एक टुकड़े का मूल्य 35 रुपये हैं। यदि इसकी लम्बाई 4 मीटर अधिक और प्रति मीटर का 
मूल्य | रुपया कम होता है, तो उसका मूल्य अपरिवर्तित रहता है। कपड़े की लम्बाई ज्ञात कीजिए। 


, एक कम्पनी अपना उत्तपपादन प्रतिवर्ष समान प्रतिशत की दर से बढ़ाना चालू रखती है। वह 


प्रतिशतता ज्ञात कीजिए, जिससे दो वर्षों में उत्पादन दो गुना हो जाता है। 
विविध उदाहरण 


उदाहरण 26 हल कीजिए +- ४२ +4%-2] + ४५ - ४-6  ४6> - 5४-39 
हल हम जानते. हैं, कि 


४ +40-2]- (४+7) (४- 3) 
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अं --6८(४-3) (॥+ 2) 
और 6. --5%-39 - (४-3) (65+ !3) 
अत: दिया समीकरण 
0+7) 0-3) + (७-3) ७+2) 5 /(४-3) (65+3) 
बी. आओ 75. हि 50 
जिससे ४-3 या /४+7+४5४+ 2 5 ४6.६+]3 
दोनों पक्षों को वर्ग करके सरल करने पर 
पुनः दोनों पक्षों का वर्ग करके सरल करने पर 
3. - (-05-0 
या (४-2) (35+5) 50 
जिससे ७-2 या ञ्ञ प्राप्त होते हैं। 
अतः दिए समीकरण के सम्भव मूल 3, 2 और न्द हैं। 


चूंकि ४८ तु दिए समीकरण को संतुष्ट नहीं करता है। (सत्यापन करें) इसलिए &> जज 
इसका मूल नहीं है। 
अतः 2 और 3 अभीष्ट मूल हैं । 
उदाहरण 27 # के किस मान के लिए समीकरण 

(0+)% +2(॥7+ 3)% + (2#+3)5-0 के दोनों मूल समान होंगे, ज्ञात कीजिए। 
हल दिए गए समीकरणों के दोनों मूल समान होते हैं यदि और केवल यदि 

[2(0+3)]* 5 4(78+ ) (2/8+ 3) 

या 77 -॥7-6<5 0 

या (7773) (7+2) 5 0 
इस प्रकार % के अभीष्ट मान 3 या -2 हैं। 
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उदाहरण 28 दिखाइये कि समीकरण । (४-4) (५-४2) 5/#४* के मूल वास्तविक हैं। 
हल दिए समीकरण को हम निम्न रूप में लिख सकते है। 

5 -(६+89)52+६9-# 0 
इसका विविक्तकर | 

70-(6४+9) -4(६9 -#) - (४+ ४) - 469 + 4॥* 

(6-9) +4# 

जो सैदव धनात्मक है। 
अतः दिए समीकरण के मूल वास्तविक हैं । 


2 
उदाहरण 29 &*+ पा] -367“, &&-6० को हल कीजिए। 
हल सूत्र 6+#*-(५-४) +267 का प्रयोग करने पर दिया समीकरण 
कं 2 
[>- न | +2.2. पर रू 34 
+ध है बा 4 
2 ध 2 
या के जय न ] न ये चल 
+0८ ज+॑+ध 
2 १ 2 
या । 4 | “्द 3 
हब को 4५ जज॑पदध 


रे 
अतः प्नह - 9» रखने पर दिए समीकरण का परिवर्तित रूप 














9» +249-3472-0 
या (५+34) (४-4)5 0 
जिससे प्राप्त होता है ५5८ और #--3६ 
यदि » न 6, तेब 


2 
ज 


च््ध 
अन॑छ 





या 7 -द४-धा 50 


9% गणित 





र्ि - 4४ 
अतः “गटर या सतत: 





2 
पुनः यदि #>-36 तो 
2 
5 --36 
6 
या ४7 +3द45+ 367 5८0 
का -36+ ां ४3 -36- दांचठि 
इस प्रकार टैप छठ या अर न्न्न्त्डा 5 


इस प्रकार समीकरण के मूल £(]+ ५४5), £- ५४5), £(-3+7४3) और --7(3+४53) हैं। 


उदाहरण 30 “2 +-2 - 7 --7- को हल कीजिए 
५ (2 औ 5 /2 और ५ 


हल दिए समीकरण को निम्नांकित रूप में लिख सकते हैं। 


22227 / अमल / 2. शव “अब सकी ४४ मी 4# 
व. अनक अजधव ४ 





पर 2 _०» 0 22 “5 
या (४-/) 7-4 _/ -(४- ५) 


4(-४- 7) 2(2- 4) 

या (४- 7-4) (४-/7+49) _((27%-4) (2-»४+ ५) 
4(०५- /) /2(४- १) 

या (४-०/2-40(४- 74) __(/27%274) (2-7 »४- ५) 
4(०४- /?) (5-५) 

या (.४- /2- 4) वह 2 वह 22 2 555.8: 0 

4(७४- 9)... /“(>- 4) 
अत: ४-7 9-40 अथवा 55 |+4 
या (४-/7+49) __((+%- ५) 


9(5- 7) 77(5- 4) 
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या (#9+ 4) -(97+4 )25८0 


2क्धा हे 
इंससें ४0 यो स्का प्राप्त होते हैं। 





2 है 
अतः ४<0, 24 या 79+4 अभीष्ट हल हैं। 
|2+ 4 


उदाहरण 3। 45-395 और 2/५+3%7? - 25 को हल कीजिए। 


40-] 
3 


» के इस मान को समीकरण 2%9+3.६? -25 में प्रतिस्थापित करने पर, 


2+ । ध्फ्ज [ | 3%? - 25 





हल समीकरण 4४-39 [ से, #८ 





या 29% -40-25-0 
या (29.:+25) (४-[) 5-0 
अत: ड़ पयों 72 
ड; तक 29 
25 43 
यदि #-] तो 5» पुनः यदि ४“ उठ तो 2 (उठ 
४ आह व मम 52 
अतः अभीष्ट हल &5, 9८; » 2927-75 
उदाहरण -32 निम्नांकित समीकरण-निकाय को हल कीजिए | 
अं + 9 82 () 
&-9-2 (2) 


हल &४>४+/५ और #9८४-० , रखने पर ४-»529 अतः (2) के अनुसार एच। 
अब () को हम लिख सकते हैं, कि 
(४+ ४०) + (४-०) ८82 
या. (४+) +(४-])* ८82 
सरल करने पर हम पाते हैं कि 
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(04 +40 +6॥7 +4॥+ + (# -4# 7 + 6#* -48+ ) 582 


या ' 2(॥+6॥ 7 +) 582 
या # + 60४ -40-0 
अब २72 रखने पर 

2 +62-405-"0 


इससे ४54 या -0 मिलते हैं। 
इस प्रकार ४ >4 या -0 
इसलिए #5"#+2 या +#बी0 
अतः ४<3,-, [+79/0 , [-/४ी0 ; 
कल >आ 30000 0 
अध्याय 7 पर विविध प्रश्नावली 
], यदि द्विधात समीकरण ८४+#%+८50, 4#0 के मूल #»: 4 के अनुपात में हों, तो 
सिद्ध कीजिए कि, 4८(/+ 4) ८2 #4 
2. यदि समीकरण ४ -#४#+95०0 के मूल ७, 3 हों, तो वह समीकरण ज्ञात कीजिए जिसके 
मूल ०१+०+ ) और ०१-०-)) हैं। 
3. सिद्ध कीजिए कि द्विघात समीकरण 2<*-४- तर 50 के मूल अपरिमेय हैं। 


4. यदि ०, ४ और ८ वास्तविक है, तब सिद्ध कीजिए कि ८+9* + ८ - 409 -॥४८०-८६ ८0 
यदि और केवल यदि 6< 9 < ८ 


5. सिद्ध कीजिए, कि समीकरण, 
(४-6) (-8)+(४- 2) (४-८)+ (8-८) (४-6) 5८ 0 
के मूल समान होंगे यदि और केवल यदि 6-9 - ८ 
[संकेत : प्रश्न 4 का प्रयोग करें|] 


न 
पु 


[4. 


॥5, 
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यदि समीकरण 


] ] मूलों 
जाय पड _ ८ के मूलों का योगफल शून्य है, तो 





सिद्ध कीजिए कि इसके मूलों का गुणनफल - ्र (४४+७४*) है। 


यदि ट्विघातीय समीकरण 6 +8४+०-0० का एक मूल दूसरे मूल का वर्ग हो, तो सिद्ध कीजिए 
कि ७#+67८+ ०८ - 268८ 


. यदि समीकरण ८४४+४४+८०0० के मूल ७ और $ हैं, तो द्व;5 और क्रपह्ठ मूलों 


वाला समीकरण ज्ञात कीजिए | 
सिद्ध कीजिए कि समीकरण, ४? -260+०-४7-- ०? -0 के मूल सदैव वास्तविक हैं| 


, ॥४ (॥४४#-]) के किस मान के लिए, समीकरण 


रे 
# ८:0४ _ ॥-] 


4४-८८ ॥+ 


के मूल परिमाण में समान परन्तु चिह्न में विपरीत होंगे? 


. वह समीकरण बनाइए, जिसके मूल समीकरण &४+£४+०८-0 के मूलों के एक तिहाई 


हों । 
वह समीकरण ज्ञात कीजिए जिसके मूल समीकरण ७४ +#४४+०८-० के मूलों के # गुना 
हैं। 


. यदि समीकरण ८८+#££+८25०0 के मूलों का अनुपात + हो, तो सिद्ध कीजिए कि 


(#+)62 5 ४ + 
/ और ७ में सम्बन्ध ज्ञात कीजिए, यदि समीकरण &” + #:+4-0 का एक मूल दूसरे मूल 
का अ गुना हो। 


यदि किसी द्विघातीय समीकरण मे अचर पद शून्य हो, तो सिद्ध कीजिए कि उसका एक 
मूल शून्य होता है। 
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ऐतिहासिक पृष्ठभूमि 


वास्तव में द्विघातीय समीकरण की धारणा अत्यन्त पुरानी है। बेविलोनिया के लोग 4000 
वर्षों पूर्व से ही द्विचातीय समीकरण को जानते थे। ईसा से 600 वर्षो पूर्व की चिकनी 
मिट्टी की पटिटकाएं, जिन्हें येल पटिटकाएं (४०॥० 7४७०।०७) कहते हैं, प्राप्त है, जिन पर 
द्विघातीय समीकरण पर आधारित अनेक असाधित (४50५८) प्रश्न अंकित हैं| प्रसिद्ध 
यूनानी गणितज्ञ युक्लिड (जन्म ईसा से 300 वर्ष पूर्व) ने ज्यामितीय प्रश्नों के हल करने में 
अनेक द्विघातीय समीकरण दिए हैं। 


प्राचीन भारतीय गणितज्ञों का ट्विघातीय समीकरण के क्षेत्र में योगदान महत्वपूर्ण तथा 
विस्तृत हैं | कहा जाता है कि ईसा से 800 वर्ष पूर्व से ही सुल्व सूत्र काल मे हिन्दुओं द्वारा 


बनायी गयी बेदियां द्विघातीय समीकरण 6४ +#:+८<0 फे मूलों पर आधारित बनती 
थीं। आर्यमट ने (476 ई०) में गुणोत्तर श्रेणियों के योगफल के लिए एक सूत्र, जिसमें 
टद्विघातीय समीकरण के हल का अनुप्रयोग है, दिए। ब्रहमगुप्त (598 ई०) ने द्विघातीय 
समीकरण के हल के लिए एक नियम बताया, जो द्विघातीय सूत्र से मिलता जुलता है। 
850 ई० के लगभग महावीर ने द्विघातीय समीकरण तथा इसके मूलों के प्रयोग पर 
आधारित एक सूत्र प्रस्तावित किया। 


लगभग 805 ई० में अल-ख्वारिजमी (७॥-0008727) एक अरबी गणितज्ञ ने द्विघातीय 
समीकरण के हल के लिए दो व्यापक विधियों का वर्णन किया। इन दोनों विधियों में 
यूनानियों द्वारा किए गए कार्यो का अधिक प्रभाव है। [00 ई० में उमर ख्याम ने भी 
द्विघातीय समीकरण के हल के लिए एक विधि प्रस्तुत किए। 


900 ई० के लगभग श्रीधराचार्य, जो एक प्रसिद्ध भारतीय गणितज्ञ थे, जिन्होने सर्वप्रथम 
व्यापक द्विघातीय समीकरण ८४” +9४+०८० के मूलों के लिए बीजगणितीय सूत्र प्रस्तुत 
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किए, जिसके अनुसार दोनों मूल ४८ पिन द्वारा व्यक्त हैं । 
(/| 


गुणनखण्ड-विधि द्वारा द्विघातीय समीकरण को हल करने की विधि सर्वप्रथम 63 ई० के 
लगभग हैरीयत (प्रश्ना7ण) के कार्यो मे पाया जाता है। अन्य जिन्होंने हाल ही में इस क्षेत्र 
में उल्लेखनीय कार्य किया है, वे स्वीटजरलैण्ड वासी ल्योनार्ड आयलर (७०३० एलन 
(707-783 ई०), फांसीसी गणितज्ञ ई० बेजोट (8, 8९४०७) (730-783 ई०) और अंग्रेज 
गणितज्ञ जे०्जे० सिल्वेस्टर (.]. 5श०८४०) (84 - 897 ई०) हैं | 


भनुक्रम और 


श्रेणी न ि ... अध्याय | 
(90000 0॥8 ॥) 8॥१॥8) 3, 


8.! भूमिका 


गणित में प्रतिरूपों का अध्ययन एक महत्वपूर्ण व्यापकीकरण की ओर इंगित करता है। एक सतत 
संख्या-समूह, जिसमें यदि एक संख्या को प्रथम, दूसरी को द्वितीय, तीसरी को तृतीय आदि कहा 
जा सकता है, तो ऐसी संख्यायें अनुक्रम की रचना करती हैं | अनुक्रमों की विस्तृत उपयोगिता है। 
उदाहरणत: विभिन्‍न समयों में वैक्टीरिया अथवा मानव की जनसंख्या अनुक्रम की रचना करते हैं। 
कोई धनराशि जो बैंक में सावधिक खाते में जमा कर दी जाती है, उसमें विभिन्‍न वर्षों में एक 
अनुक्रम में वृद्धि होती है। कुछ वस्तुएँ, जैसे रेडियोधर्मी तत्व, का क्षय एक अनुक्रम में होता हैं। 
इस अध्याय में हम विशेष प्रकार के अनुक्रमों यथा समान्तर अनुक्रम, गुणोत्तर अनुक्रम, हरात्मक 
तथा उनकी संगत श्रेणियों का अध्ययन करेंगे 


8.2 अनुक्रम 
आइये हम निम्नलिखित उदाहरणों पर विचार करें :- 

अस्मिता ने एक बैंक में 000 रुपये 0% चक्रवृद्धि वार्षिक ब्याज पर 2 वर्ष के लिये जमा 
किया | प्रथम, द्वितीय, तृतीय ... एवं 2 वर्ष के अन्त में मिश्रधन क्रमशः 00, 20, 33|, ..., 
338.43 रुपये (पैसे के निकट तक) हैं। ये धनराशि एक अनुक्रम का निर्माण करती हैं, ऐसा 
हम कहते हैं। 

0 को 3 से भाग देते समय विभिन्‍न क्रियायों के बाद प्राप्त भागफलों पर विचार कीजिए। 
क्रिया में क्रमश: हम 3, 3.3, 3.33, 3.333 ... आदि पाते हैं। ये भागफल भी एक अनुक्रम का 
निर्माण करते हैं। 

अर्थात अनुक्रम से हमारा तात्पर्य है, “किसी नियम के अनुसार एक निश्चित क्रम में 
संख्याओं की व्यवस्था” | एक अनुक्रम में जो संख्यायें आती है उन्हें हम उसका पद कहते हैं। 
अनुक्रम के पदों को हम |, 4, 4५, ... आदि द्वारा निरूपित करते हैं। प्रत्येक पदों के साथ लगी 
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संख्यायें, जिसे पदांक कहते हैं उसका स्थान बताती हैं। अनुक्रम का # वाँ पद # वें स्थान को 
निरूपित करता है और उसे ८,. द्वारा निरूपित करते हैं और उसे अनुक्रम का व्यापक पद भी 
कहते हैं| इस प्रकार उपर्युक्त चर्चित अस्मिता द्वारा बैंक में जमा विभिन्‍न धनराशियाँ निम्न प्रकार 
से निरूपित की जा सकती हैं :- 

6] रू [00, 6, 5८ 20, ..., 42 ८ 338.43 
इसी प्रकार भाग वाले उदाहरण में 

व] न 3, 42 53.3, 6, 5 3.33, ..., 4६८ 3.33333 आदि | 


वे अनुक्रम, जिनमें पदों की संख्या सीमित होती है, उसे “परिमित अनुक्रम” कहते हैं। 
उदाहरणत्त: अस्मिता की जमा राशियाँ परिमित अनुक्रम हैं, क्योंकि उसमें सीमित संख्या 2 है। 


एक अनुक्रम, 'अपरिमित अनुक्रम' कहा जाता है, जिसमें पदों की संख्या सीमित नही होती 
है। उदाहरणतः पूर्वोक्त क्रमागत भागफलों का अनुक्रम एक 'अपरिमित अनुक्रम' कहलाता है। 
अपरिमित कहने का अर्थ है, जो कभी समाप्त नहीं होता। 


प्राय: यह सम्भव है कि अनुक्रम के विभिन्‍न पदों को व्यक्त करने के नियम को एक बीज 
गणितीय सूत्र द्वारा व्यक्त किया जा सकता है। उदाहरणार्थ, प्राकृत सम संख्याओं का अनुक्रम 
2, 4, 6, ... पर विचार कीजिए | 


यहाँ ध[ 52522» ] 8,547>2%2 
धर 052% 3 4, 5 852%4 
85] त 42 5 2 2 2] 422 5 44 % 2 ६ 22 


और इसी प्रकार अन्य । 

वस्तुतः हम पाते हैं कि अनुक्रम का # वाँ पद 6,52४ लिखा जा सकता है, जबकि # एक 
प्राकृत संख्या है। 

इसी प्रकार विषम प्राकृत संख्याओं के अनुक्रम में ], 3, 5, 7, ..., # वें पद के सूत्र को 
4, + 20- के रूप में निरूपित किया जा सकता है, जबकि # एक प्राकृत संख्या है। . 

, [, 2, 3, 5, 8, ... का कोई निश्चित प्रतिरूप नहीं हैं, किन्तु अनुक्रम की रचना आवर्तत 
संम्बन्धों द्वारा व्यक्त की जा सकती है। उदाहरणतः 

6] ८42 ऋ व 


ध ज0ध ->++6 ,#_7#>3. 
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हम देखते हैं कि धर >> ध4_2+44_| "| + ८  +[८>2 
4,5०० + 4३८5 |+2-3 और इसी प्रकार अन्य । 
अभाज्य संख्याओं के अनुक्रम 2, 3, 5, 7, ... में # वीं अभाज्य संख्या का कोई ज्ञात सूत्र नहीं 
है अर्थात हर प्रकार के अनुक्रम के लिये यह अपेक्षा नहीं की जानी चाहिए कि उसके लिये कोई 
निश्चित सूत्र होगा। किन्तु फिर भी ऐसे अनुक्रम के निर्माण के लिये कोई न कोई सैद्धान्तिक 
नियम की आशा तो की ही जा सकती है जो पदों 


6], 45, 43, 3 4, 


का क्रमागत रूप दे सकें। 

उपर्युक्त तथ्यों के आधार पर एक अनुक्रम को हम एक फलन के रूप में ले सकते हैं। 
जिसका प्रान्त प्राकृत संख्याओं का समुच्चय हो अथवा उसका उपसमुच्चय (!, 2, 3, 
प्रकार का हो। कभी कभी हम फलन के संकेत ८, के लिए 6 (४) का उपयोग करते हैं। 

माना कि यदि 6, ०५, 4५, -... ०,» --. अनुक्रम है, तो व्यंजक ८ + 6, + ५३ + ...सम्बन्धित 
अनुक्रम से बनी श्रेणी कहलाती है। श्रेणी परिमित अथवा अपरिमित होगी, जबकि अनुक्रम क्रमशः 
परिमित अथवा अपरिमित्त होगा। 


अब हम कुछ उदाहरणों पर विचार करते हैं: 
उदाहरण 4 दी गई परिभाषाओं के आधार पर निम्न प्रत्येक अनुक्रम के प्रथम तीन पद बताइये: 
60) 8, 5. ॥(&8+ 2). 


ह 
2 
॥+] 


हल 0) यहाँ 6, ८7(#+ 2). 


(पी) 4, 


7४-“- , 2 और 3 रखने पर, हम पाते हैं: 
4] 5 (।+ 2) 53, 6, ८8 और 6. 5 5. 
अतः वाँछित तीन पद 3, 8 और [5 हैं। 





6 2 कह अति धन 502 ६ थी के हक? 
अं या 2 आपात अअ के 26 का का 
अर न ]. 2 आर 3 है 
इस प्रकार प्रथम तीन पद 5, 5 और ञ हैं। 


उदाहरण 2 अनुक्रम का 9 वाँ पद क्‍या है? 
#(7- 2) 
४, लत (७+ 3) ' 
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हल हम # - 9 प्रतिस्थापित करने पर 
]9 (9-2) __9»7 हे शो 


५ का एक ठ2 
उदाहरण 3 माना कि अनुक्रम निम्न रूप में परिभाषित है: 


ध।च्डे 
ध, 5 34,._.] + 2, सभी # > ! के लिए, 

तो अनुक्रम के प्रथम चार यद बताइये: 

हल दिया हैं 653 

६: ८ 36[ + 253 % 3+ 25 ]] 
वा न 342 + 25 3 & ]] + 25 35 
6, 5344 + 253 % 35 + 25 07. 

अतः अनुक्रम के प्रथम चार पद 3, , 35 तथा 07 हैं। 


प्रश्नावली 8.] 
निम्नलिखित अनुक्रमों में प्रत्येक का प्रथम पाँच पद लिखिये, जिनका # वाँ पद दिया गया है: 
#-3 
4,.. ध, सटे! + 3. 2... ८, आाक 
3. 8,727. 4... 4, ध्ज् ४ 
58, 4, (-) 757४ & 8,500 +% 
545 ॥ है हे क्र 4 न 


निम्नलिखित अनुक्रमों, के वाँछित पद बताइये, जिनका # वाँ पद दिया गया है:- 


7. ०, 54% -3; 45 वाँ पद, 23 वाँ पद अर्थात 65, 4.3- 


2 


॥/] 
8. 8, 5 ड्रग $ 4&- 


9... 9, + (-)77 करे; ६... 
0. ध,, न 777) (2-४) (3+॥); 4|, 6५, 44- 
निम्न दिये गये अनुक्रमों के अगले पाँच पद ज्ञात कीजिये | 


. ध|१, 6, 6, 2, (४> 2). 


2] 
[2. ध|८- , धन 5 (8 > 2). 


१ 
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॥3, | 5422, 6,, 5 ०,_ | <, (४> 2). 


| 
44. फिबोनासी अनुक्रम निम्न रूप में परिभाषित हैं: 


6,, 





हक [पर च् 542, 6, £ 6,._] की 6-2 एफ >> 2) 9 *3 “3 5)» 
(॥ 


3.3 समान्तर श्रेढ़ी (&.7.) 
आइये निम्न अनुक्रमों पर विचार करें:- 
() 2,5, 8, , 4, ... 
(2) 6, , 6, , -4, -9, ... 
(3) >-38, ४+ 28, ४+ 589, ४ + 90, ... 
इन प्रत्येक अनुक्रमों में हम पाते हैं कि, प्रथम पद को छोड़, सभी पद एक निश्चित नियम 
के अनुसार बढ़ते हैं। ये पद किस तरह बढ़ते हैं? 
() में हम पाते हैं: 
दस 2 
८2 ८ 6८| + 3 
८4 5 42 + 3 
८, ८ ६4 + 3 इत्यादि 


(2) में हम पाते हैं: 

८| + 6 

६; 5 ध[ + (-5) 

ध4 ८ ८, + (-5) 

4८, > 44 + (->) इत्यादि 
(3) में हम देखते हैं 

६] 5 2 - 36 

वर 5 ध| + 49 . 

६4 + 42 + 48 

4, ८ 6५, + 489 इत्यादि 


उपर्युक्त स्थितियों में हम पाते हैं कि प्रत्येक में प्रथम पद को छोड़, अगला पद पिछले पद 
में एक निश्चित संख्या (घनात्मक अथवा ऋणात्मक) जोड़ने से प्राप्त होता है। () में वह ; 
निश्चित संख्या 3 है, (2) में वह निश्चित संख्या -5 तथा (3) में वह निश्चित संख्या 49 है। 
अनुक्रम जो निश्चित प्रतिरूप का अनुसरण करते हैं, प्रायः श्रेढ़ी कहलाते हैं। 
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उपरोक्त जैसे अनुक्रम समान्तर अनुक्रम या समान्तर श्रेढ़ी या संक्षेप में &.7. कहलाते हैं। 
अत: किसी भी अनुक्रम ७|, ८,, 4५, --. ०,, --- को हम समान्तर श्रेढ़ी कहते हैं, यदि 


५२] न 4, + 4, 7८ 'पिहै। 
४, को प्रथम पद, तथा अचल पद को #.०. का सार्व अन्तर कहते हैं। उपरोक्त समान्तर 

श्रेढ़ी (), (2) तथा (3) में क्रमशः /< 3, -5 तथा 48 हैं। 
8.3. समान्तर श्रेढ़ी (&.7.) का #वाँ अथवा ब्यापक पद 
आइये एक ऐसी समान्तर श्रेढ़ी, पर विचार करें, जिसका प्रथम पद &, सार्व अन्तर 6 है, यथा 
9, ६+थ॑ं, 4+2व4, ०+36,... . तो 

प्रथम पद 56 ८ ध८६.+ (-) 4 

द्वितीय पद ८०2 54+ 4<६+ (2-) 6 

तृतीय पद ८64 +>;+ 24 > ध+ (3-) 4 

चतुर्थ पद्‌ ८ 6, ८ 6+3 ८ ६+ (4-[) ४ 


४वाँ पद > 6, स 4 + (॥-)व॑. 
क्या आप किसी प्रतिरूप को पाते हैं? ध्यान से देखने पर हम पाते हैं कि अमुक पद 
प्रथम पद + (पदों की संख्या - ) (सार्व अन्तर) से प्राप्त किया जा सकता है। 
6 वाँ पद क्‍या होगा? हम पाते हैं ह 
ध6-4+(6- ) 65६+ [356:. 
टिप्पणी हम ».?. की सामान्य विशेषताओं का परीक्षण कर सकते हैं: 


() यदि &..7. के प्रत्येक पद में एक अचर पद जोड़ा जाय, तो इस प्रकार प्राप्त अनुक्रम 
/.?, होता है। 


(2) यदि किसी #.?. के प्रत्येक पद में से एक अचर पद घटाया जाय तो, इस प्रकार 
प्राप्त अनुक्रम 8.7. होता है। 


(3) यदि किसी 4.7. के प्रत्येक पद में एक अचर पद से गुणा किया जांय तो, इस प्रकार 
प्राप्त अनुक्रम &.7. होता है। 


(4) यदि किसी &.९?. के प्रत्येक पद को एक अशून्य अचर पद से भाग दिया जाय त्तो 
इस प्रकार प्राप्त अनुक्रम एक &.ए. होगा। 


आइये कुछ उदाहरण लेते हैं। 
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उदाहरण 4 निम्नलिखित &.7. का 20वाँ, 25वाँ तथा #वाँ पद ज्ञात कीजिये | 
2, 6, !, 6, [, -4, -9, ... 
हल हमें ज्ञात है कि किसी &.?. का # वाँ पद 


6, + ध+ (#-) हे 
यहाँ 4. >> 2] और 4--5 (क्यों?) 
अतः 520 + 4+ (20-) 8८2] + 9 (-5) + -74 
425 त 4+ (25 - ) 85 2] + 24 (-5) < -99 
और व, + 4+ (ह- ) 4<2+ (४- ) (-5) 5 26 - 59. 


उदाहरण 5 किसी &.7. का प्रथम पद -4 तथा 0 वाँ पद 4 है| 30 वाँ पद ज्ञात कीजिये। 


हल &.7. के व्यापक पद के सूत्र में दो अज्ञात राशियाँ ८ और ० होती हैं | हमें दिया गया है कि 
4-4 और ८|/ + 4, इसलिये 


-4+ 94 < [4 
या हैं. उढ . 
इस प्रकार 6,, 5 4+ (30-]) ८ 
-< -4+ 29 (2) - 54. 


उदाहरण 6 निम्न दिये गये &.०. का व्यापक पद निकालिये। 
४+ 92, ह#+ 379, ४+3529.... 
हल यहाँ 6-८ >+ 92, 4-20. 
व्यापक पद अर्थात्‌ 
6,, 53 4+ (४-7) ६ 
(४ + 9) + (7- ) 20 ८ & + (28- ) 8. 
उदाहरण 7 ७.7. , 6, , 6, ... का कौन सा पद 30 है? 


हल दिया गया अनुक्रम 4.7. है। यहाँ ६-7 और 4< 5 | माना &.?. का # वाँ पद ८30] है 
तो 


8, +ऋ 4+(४7-)व 
इसलिए 30<- + (४- ) 5 
या ४. -<>& 0]. 


अतः: वॉछित पद 6 वाँ पद है। 
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उदाहरण 8 किसी «.ए. का 0 वाँ पद 52 है तथा 6 वाँ पद 82 तो 32 वाँ पद निकालिये। 


हल दिया है 60552 और 4|८ 5 82. 
इसलिये 52 - 6+ 94 () 
और 82 ८ ०+ 54 (2) 
(!) और (2), को हल करने पर, हम पाते हैं 
८. +> 7औरदबध < 5 
अतः: धर 4+ (32-) 4 
7+3]% 5 5 62., 
इस प्रकार वौँछित पद 62 है| 


2०2+८ ८0+द्व 2+9 


उदाहरण 9 दर्शाइये ८2, ४2, ८? &.7. में होंगे यदि &.?. में है। 











| 








हल चूंकि मात्र श्रेढ़ी में हैं। 
] ] | न 
ञअ 2 नल ली वन 2 
र्थति ८कऊ+धव 9+८ दध+9 ८+क 8) 
क्ष्तः 225 आप क मपय 
हे (0+4)(9+८) (४+09)(८+ ६) 
न 9-6 _ ८-७ 
9+८.. 6+09 
या 9 - ६? ८ ८८ - 9“, 


इससे यह सिद्ध होता है कि ८2, ४2, ८2 ».?, में हैं। 


प्रश्नावाली 8.2 


. निम्नलिखित प्रत्येक समान्तर श्रेढ़ी का सार्वअन्तर तथा अगले चार पद ज्ञात कीजिये। 
6) 0,-3, -6, -9,... 


() -,- 2... 
4 2 
(त) उ>+>, >-9», >-3%, ... 


3 0 
00) ह&'व'7 


40. 


]. 


2. 


3. 


4. 


5, 


अनुक्रम और श्रेणी 209 
निम्नलिखित प्रत्येक समान्तर श्रेढ़ी में वॉँछित पदों को ज्ञात कीजिए | 
6) -,-2,-3,-4, .:. ; ०|00- 
ती) #-4, ४-2, ॥-3, ...; ६ 


४206 ६४ 


(मर) 2८3, ४52; 4|0५ 4,- 


2 
ध>य्र3 4893 4, 


] 
(५) 65८ डा तर 


3 5 ह 
उस समान्तर श्रेढ़ी, जिसका 9 वाँ पद -6 तथा सार्वअन्तर पर हो, का 25 वाँ पद ज्ञात कीजिये। 


उस समान्तर श्रेढ़ी, जिसका 6वाँ पद 2 तथा 8 वाँ पद 22 हो, का दूसरा और +वाँ पद ज्ञात 
कीजिए। 


यदि किसी समान्तर श्रेढ़ी के #वें पद का %गुना उसके # वें पद का # गुना हो तो सिद्ध कीजिए 
कि उसका (॥+#%) वाँ पद शून्य है। 


किसी &.?. का त्तीसरा पद » है, तथा चौथा पद 4 है तो 0 वाँ तथा ब्यापक पद ज्ञात कीजिये। 
समान्तर श्रेढ़ी 5, 2, -(, ... का कौन सा पद -22 है? | 

£ का मान ज्ञात कीजिये, यदि #+2, 4-6 तथा 3६-2 समान्तर श्रेढ़ी के क्रमागत्‌ तीन पद हों। 
यदि ८ तथा & दो अचर संख्यायें हों तो सिद्ध कीजिये कि रैखिक फलन /(#) ८ ८७ + 9 एक 
समान्तर श्रेढ़ी को निरूपित करता है जहाँ ८ और & अचर हैं। 

यदि किसी समान्तर श्रेढ़ी में # वाँ पद कि तथा # वाँ पद पर हों तो (#४) वाँ पद ज्ञात कीजिये | 


यदि किसी समान्तर श्रेढ़ी का ऋवाँ पद #तथा # वाँ पद ऋषह्टो तो सिद्ध कीजिए कि +वाँ पद 
॥77+7-- हैं | 


69 को ऐसे तीन भागों में विभकत कीजिए जो समान्तर श्रेढ़ी में हों ताकि दो छोटे पदों का 
गुणनफल 483 हों। [संकेत: ७.7. के पद 6-४, ७, 4+४ लें] 


किसी समान्तर श्रेढ़ी के तीन क्रमागत्‌ पदों, को बताइये, जिनका योगफल 2! तथा गुणनफल 35 
हो। 


यदि ०८, », ८ समान्तर श्रेढ़ी में हों, तो सिद्ध कीजिए कि 9+० ८+८ तथा 4+# भी &.?. में हैं । 





यदि 4+9+ ८#0 तथा 27८ ले 4+2 «४ में हैं, तो सिद्ध कीजिए कि _ 
धर फ् 


भी 
ई ! थ 
&.?. में हैं। 


5 
$. क 
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6. यदि ८ (; हा | मि | ञ ४)" (५ + ह] 8.०. में हों, तो सिद्ध कीजिए कि ८, ७, ८ &.ए. 
१4। दर #/। दर ह/। 
में हैं। 


[संकेत :- पहले प्रत्येक पद में । जोड़िये तथा प्रत्येक पद को ---7< __ से गुणा करें और 
(.8०+ 22९+ ८६) 


हल करें] 
॥7., किसी समान्‍न्तर श्रेढ़ी के #वाँ, 4वाँ, तथा /वाँ पद क्रमशः: 6, ०७, ०, हों तो सिद्ध कीजिए कि 
(6-7)8 + (४ -/9)9 + (9 - 4)० ८ 0. 


8.3.2 समान्‍्तर श्रेढ़ी के # पदों का योग 

महान जर्मन गणितज्ञ 'कॉर्ल-फेडरिक गॉस' जब प्राथमिक विद्यालय मे थे तो उनके शिक्षक ने 
पूरी कक्षा को प्रथम. 00 त्तक प्राकृत संख्याओं का योग ज्ञात करने को कहा। ज़ब पूरी कक्षा 
के विद्यार्थी प्रश्न के हल हेतु संघर्ष कर रहे थे, गॉस ने शीघ्रता से उसका उत्तर दे दिया। नीचे 
हम गॉस की ही जैसी विधि समान्‍्तर श्रेढ़ी के # पदों का योग निकालने हेतु दे रहे हैं। 


माना कि किसी ».९. का प्रथम पद & है, सार्वअन्तर ८ है। माना कि $,, ७.7०. के # पदों 

का योग निरूपित करता है, तो 

9, चध+ (४+4)+ (6+24)+ ...+ [6+ (४-2) 4] + [8+ (४- ) 4] (|) 
इसका योग ज्ञात करने के लिए $, को उल्टे क्रम में लिखते हैं जैसा, 

95, 5 घविक (४-9) 4]+ [+ (४-2) 4] +[6+ (0-3) ६]+ ...+ (४+ 4)+ 4 (2) 
(!) और (2) के संगत पदों को जोड़ने पर हम पाते हैं कि, किसी पद को उसके संगत पद से 
जोड़ने पर [24 + (#४- )4] प्राप्त होता है | उदाहरणतः 

ध+ [ध+ (ह+- [)ध] 5 26 + (0 - |) 

(.+ ६)+ [ध+ (४-2) 4] 5 26 + (४- ) 


धि+ (४-2) 4] + (6+ ध) 5 26+ (7-]) व 
[धघ+ (४- ) 4] + 6 5 26 + (४- ) वी. 


कितनी बार हम 24+ (७४- ) 6 पायेंगे? 
यह स्पष्ट है कि $, हेतु () तथा (2) में अलग अलग # पद हैं, इसलिए हम 
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हे # [24 + (४ - ) 4] प्राप्त करते हैं। 


या 5 


डा 


हि [26+ (#- ]) व. 


पुनः हमें ज्ञात है कि किसी # पदों वाली &.?. में अन्तिम पद 
| ने 6+ (77-[) ८ 
इसलिए, हम यह भी लिख सकते हैं 


5 


हि 


5 [६+(४+ (४-]) थ] 


कप (6+ 3. 


दूसरे शब्दों में ७.०. के प्रथम # पदों का योग, प्रथम पद एंव अन्तिम पद के औसत का 
# गुना है। 


उदाहरण 40 ४.7. के # पदों का योग ज्ञात कीजिए जिसका #.वाँ पद 5- ७, है जहाँ #८[ध. 


हल दिया गया अनुक्रम ४.7. में है जिसका प्रथम पद 6 <-। तथा अन्तिम या # वाँ पद 
(०5-67 है, अतः ४ पदों का योग 


7 
(5) -“00) -#(2- 30) हैं। 


उदाहरण व] समान्तर श्रेढ़ी 5, 2, -, -4, -7,... के # पदों का योग ज्ञात कीजिए | 


हल यहा ०८ 5 तथा 4 < -3, अतः # पदों का योग 


5, 5] [26+ (७- |) ८] 


का 5] [2(5) + (४- ॥) (-3)] 


/८/ /४ | 
कर घर -38+ 3) ८ [5 (७ -३)) है। ॥॒ 
उदाहरण 2 यदि समान्तर श्रेढ़ी 25, 22, 9, ... के प्रथम पद से प्रांरम्भ कुछ पदों का योग 6 
है तो अन्तिम पद ज्ञात कीजिये। 


हल माना दी गई &.7. में पदों की संख्या # है जिसका योग 6 है : 


2।2 गणित 


यहाँ दी गई समान्तर श्रेढ़ी का प्रथण पद 6<25, 4--3. तो # पदों का योग 


8, - 5 |2 +(४- |) ४] 
इसलिए ]6 - |] [50 + (४ - ) (-3)] 
या 232 5८ 5%- 32+ 38 
या 3४2 -- 598 + 232 ८ 0, 


जिससे हम पाते हैं . 


53 + (593)? -433:0232 
ह 


7 प्स 


53+:5 29 


्ि ख्ु या ४8, 


3) ह नहीं 
किन्तु #< न , ४ कां मान स्वीकार्य नहीं है, अत: #< 8 
अर्थात अन्तिम पद या 8 वाँ पद 
4६ 5... 4+ (8-)व॑ 


ल्‍ 25+7 2» (-3) 4 है। 
उदाहरण 3 उस समान्‍्तर श्रेढ़ी के # पदों का योग ज्ञात कीजिये यदि # वाँ पद 5£+ | हो। 


हल दिया है कि ७(55£+ |, £ के स्थान पर , 2, 3, ...रखने पर हमें समान्तर श्रेणी 
0+|]+6+2+ ... 
प्राप्त होती है। 


यहाँ 6506, 4-35 


| 


इसलिए 5, (४ | [24 + (7 - )4।] 


; 2 ] [2(6) + (४- |) (5)] « | | (50 + 7) 


उदाहरण 4 यदि किसी ».ए. के # पदों का योग (8 + वृष) है, जहाँ $ तथा 4 अचर राशियाँ 
हों तो सार्वअन्तर ज्ञात कीजिए | 
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हल माना कि 6,, 4,, ..., ०,» दी गई #.7. है, तो 

5,, 7 6|+ धर के धर के ७... के 6,_]+ 6,, ते [20 + ध्रएः, 
इसलिए $, न" १4|०/४+ 4 

958. "+ 8[+ 42529 + 44, 


ताकि 4, + 52 - 9|5|7+ 34 
अतः सार्वअन्तर निम्न है : 

धर 4. - था + (0+ 34) - (7 + 4) 5 24- 
उदाहरण 5 दो समान्तर श्रेढ़ियों के # पदों के योगफल का अनुपात 5४+ 4: %+ 6. हों, तो 
उनके 8 वें पद का अनुपात ज्ञात कीजिए। 
हल माना कि 6,, ८, तथा ०४,, ८, क्रमशः दोनों समान्तर श्रेढ़ियों के प्रथण पद और सार्वअन्तर 
हैं, तो दी हुई शर्तों के अनुसार, हम पाते हैं 


प्रथम ७.7. के # पदों का योग _. 57+4 
द्वितीय &.7. के # पदों का योग. %४+6 


जि +(#४-])6,] 











का काल 
ठिक्ट +#-)क]. 
ट+(४-)4 _ #ऋ+4 
के 242 +(0-)4;,.. %+06 () 
न प्रथम 8.7, का 48वॉ पद. _68+74| 
अब >++++-+>7> न 


द्वितीय ».ए. का ]8वाँ पद _ ०2+]74; 
26] + 344 _ 5»35+4 
टैब +3442,.. 9%35+6 


79 
उठा 
' अतः वांछित अनुपात 79 : 32] है। 


[0) में # 5 35 रखने पर] 


8.3.3 समान्तर माध्य : जब तीन संख्याए 6, & तथा &, &. 7, में हों तो & को ० और # का 
समान्तर माध्य कहा जाता है। 


दिया गया है कि ५, &, 2, . 7. में हैं तो 
20-6८ 2-2, 


2]4 गणित 


ध+0 


अर्थात्‌ & +- रे 


; वित धर+ 8 
इस प्रकार 6 तथा 6 के मध्य वॉछित समान्तर माध्य न्फ् है। 


निम्न ४.7. पर विचार कीजिए 
3, 8, 3, 8, 23, 28, 33 
यहाँ प्रथम पद 3 तथा अन्तिम पद 33 के बीच पाँच पद हैं, 8, 3, 8, 23, 28. ये पाँच पद 
3 और 35 के बीच समान्‍्तर माध्य कहलाते हैं। पुनः &.?. 3, 3, 23, 33 पर विचार कीजिए | इसमें 
दो समान्तर माध्य 3 और 23, 3 और 33 के मध्य हैं। पुनः ४.7, 


3,375 8 04% 5,457, 8, 2075 2,255 28,30%; 35; 
पर विचार करने पर, हम पाते हैं कि 3 तथा 33 के मध्य ग्यारह समान्तर माध्य हैं। 
उपर्युक्त उदाहरणों से हम यह निष्कर्ष निकालते हैं कि 3 तथा 33 के मध्य हम जितना 
समान्तर माध्य चाहें रख सकते हैं। 
अर्थात यदि दो संख्याओं 6 तथा # दी गई हों तो सामान्यतः: इनके मध्य किसी संख्या तक 
समान्तर माध्य रखे जा सकते हैं। माना कि # |, 0,, &,, ... 0,, #, ८ तथा 9 के मध्य # समान्तर 
माध्य हैं, तो 6, |, &,, #५,..., &,,, ? ४.7. में हैं 
यहाँ 6, (४+ 2) वाँ पद है, अर्थात 
9 ८5 ६+ [(+2)- []॑ 
या 9 < 6+(+ [)वचं 
9-७ 
#&+ 
इस प्रकार 4 तथा ४ के मध्य # समान्तर माध्य निम्न हैं 


(११५ 


इससे हम पाते हैं धर 





9-06 
| न ष््जः रधं न्प्स दकज का+ 
्् -> द+2त - रे 2(2-५4) 
की 
4 5 ध्+ ञ्चं 5 +- 3(2-०) 
# के 
9- 
रै.. रस धकनर्ध ८ + 82830 


हक 
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उदाहरण 6 8 तथा 26 के मध्य पाँच समान्तर माध्य रखिये | 
हल माना कि &,, ७.,, 6., ४, तथा 4., 8 तथा 26 के मध्य पाँच समान्तर माध्य हैं। 
इसलिए. 8, 0, 6, 03, 4, 0५ 26 ४.7. में हैं, जिसमें 


०४८ ३, 25-26, ८ 6] 
इस प्रकार 26 - 8+(7- ])० 


इस प्रकार ८ < 3. 

इसलिए 20| तू धजनधथ झू 8+3 न ]| 
07 त ध+2र4 5८ 8+2%3 5 [4 
04 त ध+उध॑ 5 8+3»%3 5 [7 
60 तन ध+कध 5 8+4»%3 -< 20: 
2.५ सन धकडउेर्ध 5८ 8+5%»%3 ८ 23, 


अतः 8 और 26 के मध्य, पाँच समान्तर माध्य ], 4, ।7, 20 तथा 23 हैं | 
प्रश्नावली 8.3 

निम्नलिखित प्रत्येक समान्तर श्रेढ़ी का योगफल, निर्देश के अनुसार ज्ञात कीजिये। 

* |, !6, [[, 6,... ; 23 पदों तक 

2. -0.5, -.0, -.5, ... ; 0 पदों तक 


] बंदी तक 
ब्रा 8] पदों तक 


3, -, 
4. ४+ 9», ४- », ४-39», ...; 22 पदों तक 

5. 2, 4, 6, 8, ... ; ॥00 पदों तक 

6. 00 तथा 000 के मध्य उन सभी पदों का योगफल ज्ञात कीजिए जो 5 के गुणज हों | 


7. किसी समान्तर श्रेढ़ी, के प्रथम 35 पदों का यागफल ज्ञात कीजिये, यदि उसका द्वितीय पद 2 तथा 
7वाँ पद 22 है। 


8. &.70,-6, - हि ,-5, ... के कितने पदों का योगफल -25 है? 


9, किसी &.7. में प्रथम पद 2 है तथा प्रथम पाँच पदों का योगफल, अगले पाँच पदों के योगफल का ' 
एक चौथाई है। दिखाईये कि 20 वाँ पद -2 है। 


0. अनुक्रम 8, 6, 4, ... के कितने पद लिये जाँय कि उनका योगफल शून्य हो। 
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. किसी &. 7. में यदि !2 वाँ पद -3 तथा प्रथम चार पदों का योगफल 24 है, तो प्रथम 0 पदों का 
योगफल निकालिये। 


72, किसी ४. 7. में यदि 5 वाँ तथा 2 वाँ पद क्रमश: 30 त़था 65 हैं तो प्रथम 20 पदों का योगफल 
कितना होगा? 


। 3, किसी &. 7. में यदि प्रथम पद 22, सार्वअन्तर -4 है तथा # पदों का योगफल 64 है तो # ज्ञात 
कीजिये। 


है ५ ' हु 
4, यदि किसी समान्तर श्रेढ़ी का # वाँ पद 2 शधायरती पंत हो तो सिद्ध कीजिए कि »4 वाँ पद 


| 
(४49+]) होगा। 


5, यदि किसी समान्तर श्रेढ़ी के प्रथम », ०, “ पदों का योगफल क्रमशः 9, £ तथा ८ हों तो सिद्ध 
/ 
कीजिये कि ;, (4-/)+ व 0-४+ ७-००. 


_46. किसी समान्तर श्रेढ़ी के ऋ तथा # पदों के योगफलों का अनुपात #० : ४2, है तो दिखाइये कि #ें 
: तथा #वें पदों का अनुपात (२%-॥) : (४४- ।) है। ह 


ट। (| ने: ग्र 


7. यदि फेस परस 


4 तथा 9 के मध्य समान्तर माध्य हो तो # का मान निकालिये | 


48. 3 तथा 24 के मध्य 6 समान्तर माध्य रखिये। 


9. । तथा 3] के मध्य इस प्रकार # समान्तर माध्य रखे गये हैं, कि 7 वें तथा (#-) वें माध्य का 
अनुपात 5:9 है तो ऋ का मान ज्ञात कीजिये। 


20, सिद्ध कीजिये कि दो संख्याओं के मध्य रखे गये # समान्तर माध्यों का योगफल उनके मध्य एक 
समान्तर माध्य का # गुना है। 


8.4 गुणोत्तर श्रेढ़ी (5.9.) 
आइये निम्नलिखित अनुक्रमों पर विचार करें: 


() 2,4, 8, 6, ... 
4 चल, 2.6 55] 
3 के तरह वी 


(3) .0], .000।, .00000], ... 


उपर्युक्त प्रत्येक अनुक्रम में हम पाते हैं कि प्रथम पद को छोड़, सभी एक विशेष क्रम में बढ़ते हैं। 
ये पद कैसे बढ़ते हैं? 


अनुक्रम और श्रेणी 7 


() में हम पाते हैं 
था 3 मा अत 2 हर 2 आदि 

(2) में हम पाते हैं 
>> 42 _ |_। ७4 _ 7] 2६ _ -! 
धनकु डा बुआ तब अति 


इसी प्रकार (3) में पद कैसे अग्रसर होते हैं बताइये? 

निरीक्षण से यह ज्ञात हो जाता है कि प्रत्येक स्थिति में, प्रथण पद को छोड़, हर अगला पद 
अपने पिछले पद से एक अचर अनुपात में बढ़ता है।() में यह अनुपात 2 है, (2) में यह - तर 
है तथा (3) में यह 0.0। है। ऐसे अनुक्रमों को गुणोत्तर अनुक्रम या गुणोत्तर श्रेढ़ी या संक्षेप में 
0.7. कहते हैं। 


अनुक्रम 6|, 4५, 445, - 
अशून्य हो तथा 


428 


,०,» --- को गुणोत्तर श्रेढ़ी (5.2.) कहा जाता है यदि प्रत्येक पद 





- # (अचल) प्रत्येक £> . 


८[के स्थान पर ८ लिखने पर हम गुणोत्तर श्रेढ़ी पाते हैं: 
व, वा, था, दा, ... . 


० को प्रथम पद कहा जाता है तथा ##0 को गुणोत्तर श्रेढ़ी का सार्वअनुपात कहा जाता 


है। गुणोत्तर श्रेढ़ी (), (2) तथा(3) में सार्वअनुपात क्रमशः 2,- तर तथा 0.0] हैं। 


8.4.] गुणोत्तर श्रेढ़ी का # वाँ पद ज्ञात करना 


आइये हम एक गुणोत्तर श्रेढ़ी 5.0, जिसका प्रथम पद 6 (अशून्य) तथा सार्वअनुपात + है, पर 
विचार करें | इसके कुछ पदों को लिखिये। दूसरा पद, प्रथम पद & में सार्वअनुपात #से गुणा 
करने पर प्राप्त होता है, अर्थात 4, ५४, इसी प्रकार तीसरा पद 4५5४०८४-४५/? आदि | हम इन्हें 
तथा कुछ और पद नीचे लिखते हैं :- 


प्रथा पद. 5 कु न 4 # दा 
व्ितीय पद >> 42 क वा न दाता! 
तृतीय पद « 4३ त वा रू धए। 
चतुर्थ पद. ८ 6, रन वा से वा 
पाँचवाँ पद 5 बदन वां रू धाएं 
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क्या आप कोई प्रतिरूप देखते हैं? 6 वाँ पद क्या होगा बताइये। 6६ > दा > द, 
इसलिये यह प्रतिरूप बताता है कि 0.7. का # वाँ पद 


वात 4, 
अर्थात गुणोत्तर श्रेढ़ी इस रूप में लिखी जा सकती है: 6, कक, दा, कक, ..., &, या 
व, व, वा, दा, ..., 4// ,... क्रमशः जब श्रेढ़ी परिमित हो या जब श्रेढ़ी अपरिमित हो। 


गुणोत्तर श्रेणी क्रमशः वकद्याकदारक, ..+धाण या दकदाफदा+,..+८/+... परिमित या 
अपरिमित कही जाती है| 


8.4.2 गुणोत्तर श्रेढ़ी (5.ए.) के # पदों का योगफल 


माना कि 0.०. का प्रथम पद 6 तथा सार्वअनुपात #. है तथा श्रेढ़ी के # पदों का योगफल ४, है। 
तब 


95, 5. वर+द्ाकवदाक,,.कदां ह () 
स्थिति[। यदि #<, तो हम पाते हैं 


8 #न& & ध++द...+च (7 पदों तक) 


।६/2 4 


स्थिति ॥ यवि##%, () को / से गुणा करने पर हम पाते हैं: 


78, ८. ध्ाक दा? क दा +.. का, (2) 
(2) को () में से घटाने पर हम पाते हैं: 
([-7) ७, २ 4 - ८?! 
इससे हम पाते हैं: 
है। ६ 2 दिल ्क] 
]-+/ 
| 
5 ऋ 255, ,» यदि | #।> [. 


४ जन 


8.4.3 गुणोत्तर माध्य : माना कि ८,, 4,, ... ८,,... 0.7. में हैं जिसके सभी पद धनात्मक हैं तथा 


_. _2; _ 


|... ६2. ६5 6, 


इस प्रकार &ई >द्व[व5, 47 ८694, ,...4(- 6, _। 4५ [४ ८ [,2,...0. 
दूसरी प्रकार से लिखने पर, हम पाते हैं: 


42 ₹ 4०१०५ » 4] तथा ७, का गुणोत्तर माध्य है 
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43 + २१००५ + 4; तथा 4, का गुणोत्तर माध्य है 


4, २ २० को: 4५.4/+। » 4; था ८,, | का गुणोत्तर माध्य है 
और इस प्रकार अन्य | 
यदि दो धनात्मक संख्यायें ८ तथा & दी गई हों तो उनके बीच जितने चाहें उतने गुणोत्तर 
माध्य रखे जा सकते हैं। माना कि ८तंथा # के बीच # गुणोत्तर माध्य 6,, 6,, 0,, ..., 5, रखे 
जाने हैं, तो 
०, 0, 0,, ..., 0,, ? 0.7, में हैं। 


इस प्रकार चूँकि ७, 6.7. का (#+ 2) वाँ पद है, तो हम पाते हैं 


9 +< द्रा!/7 
ग्रक _8 
या न्ज् 
] 
9 पता 
या #बय ] हे 
6 [| 
9 एकता 
अत (7 5 ६/८54 [7 
क्ष 


कर _5/([स्‍7 5/]7 _ 5 
इस प्रकार ०० 55 | लिड़ि। छः 


फ्नां 
तथा 6, न धक#एईखि - न 2] का ह 
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उदाहरण 8 06.7.2, 2 2 ,4,... का कौन सा पद 28 है? 
हल माना कि 28 6.0. का # वाँ पद है| यहाँ ८८2 तथा #< ./2 . इसलिये 


28 4, + 2(४2)"7 


7" 
न 2725 
जिससे हम पाते हैं 


॥- | 


20 -2 2 
ताकि हा ८6, अतः # 5 |3. 
अर्थात [28 6.7. का 3वाँ पद है। 


उदाहरण 9 एक 0.7, में तीसरा पद 24 तथा 6 वाँ पद 92 है, तो 0 वाँ पद ज्ञात कीजिये | 
हल यहाँ 6; न कार 5 24 () 
तथा ६६ # थाएँ [92 (2) 
(2) को (।) से भाग देने पर, हम पाते हैं ।?< 8, तथा #<2 
() में #के स्थान पर 2 रखने पर हम पाते हैं ८८ 6. 
अतः 8॥ 5 5(2)? + 3072. 


उदाहरण 20 निम्न गुणोत्तर श्रेणी के प्रथम #.पदों तथा पुनः प्रथम 5 पदों का योगफल ज्ञात 
कीजिये | 


3 4 3 ,242 726 _[2 
४ न ]--८ लिन मप्र 5 अ+-+-ल पड -+-+5 
५ ॥ | 2 243 486 8]' 


अनुक्रम और श्रेणी 22॥ 
उदाहरण 2 05.7, 3,32,33,... के कितने पद आवश्यक है ताकि उनका योगफल 20 हो? 
हल माना कि # वॉछित पदों की संख्या है। दिया है 6-3, #-3 तथा 5, < 20. इसलिये सूत्र 








8, ८ स्ज् 2 
से हम पाते हैं 
.. 20 5 न्क्न्न नि के 8"-]) 
जिससे हम पाते हैं. 88 < 3३", 
या 34 ८“ 37, 
या ४ ८5 4, 


उदाहरण 22 किसी (0.7. के प्रथम तीन पदों का योगफल तह तथा उनका गुणफल | है, तो 


प्रथम पद, सार्वअनुपात तथा, तीनों पदों को ज्ञात कीजिये | 


हल माना कि 34, 47 0.7. के तीन पद हैं। 


39 
तो ब् +०+ ० यह (0) 
' तथा न (4) (८) ८ !. (2) 


(2) से हम पाते हैं ८? , 4.०., ८ ८ [. (केवल वास्तविक मूल पर विचार करने से) 


() में ४८ | रखने पर, हम पाते हैं 


0 दिव्य 
४ प्‌ 


या 02- 297#+ 0 5 0. 
यह # में द्विघात समीकरण है, जिसे हल करने पर हम पाते हैं: 


29 + (29) -4)00:0 (29) -4+<0%0 





20 
29%2[ 65 72 
का पड >त्यक पक 


इस प्रकार 0.7. के तीन पद हैं 
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च्ड 
॥| 


> के लिए 
कर के लिए 


तथा 





॥ 


0] (७ | >> 


न्‍ के लिए 
उदाहरण 23 # पदों तक निम्न अनुक्रम का योगफल ज्ञात कीजिये | 


9, 99, 999, 9999, ... 


हल इस रूप में यह 0.7. नही है। तथापि इसे निम्न रूप में रखकर 0.7. से सम्बन्ध 
निरूपित किया जा सकता है। 


0-!, 0:-, 0१-, 0+-, ..., 0"-],... 
लिखिये 


(0- ])+ (02 -- ]) + (!00 - )) + (0।-) + ... # पदों तक 
([0+02 + 03+... # पदों तक)-(]+ ]+ +.... ४ पदों तक 


0 00" -) _ 
60-09 


(0"--]) -# , 


उदाहरण 24 3 तथा 8! के बीच दो गुणोत्तर माध्य निकालिये | 


हल माना कि 6, 0, दो गुणोत्तर माध्य 3 तथा 8] के बीच में हैं। इस प्रकार 3, 6,, 0, 8। 
0.7 में हैं। इसलिये 


8 < 3/3, जिससे #- 3 
इस प्रकार 6[5-०८9, 0,54/ - 27. 
अतः 3 तथा 8| के बीच दो गुणोत्तर माध्य 3 तथा 27 हैं। 
प्रश्नावली 8.4 
. गुणोत्तर श्रेढ़ी 5+ 25+ 25 + ... का दसवाँ तथा # वाँ पद भी निकालिये | 
उस 0.7., का 42वाँ पद ज्ञात कीजिये, जिसका 8वाँ पद ॥92 तथा सार्वअनुपात 2 है। 
किसी 0,7. का 5वाँ, 8वाँ तथा ।[वाँ पद #, 4 तथा & है, तो दिखाइये कि 4१ - #४ 


किसी 0.7. का चौथा पद उसके दूसरे पद का वर्ग है तथा प्रथम पद -3 है तो 7वाँ पद ज्ञात 
कीजिये | 


8 टी 5 


है, 


6. 
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निम्न अनुक्रम का कौन सा पद 
(४) 2, 8, 32, ... ; 3072 है 
(0) ४3,3,3४3 , ... ;729 है 
]]| ] 
(०0 बह द्र5छ्छ हैं 


प्ञ्यं में हैं 
प्र 0.2 में हैं। 


की 8, 
» के किस मान के लिये संख्याएं द्) 


निम्नलिखित गुणोत्तर श्रेढ़ी का योगफल निर्देशित पदों तक निकालिये | 


7, 


8, 


9. 


0. 
], 
2. 


3. 


4, 


5. 


6. 


7, 
8. 


20. 


। रे 0 पदों तक 


पं | ष्> 


,5, .05, .005, ... ; 20 पदों तक 


॥ी,2],377 , ... ; ४ पदों तक 
, -6, धर, -ध*, ... ; # पदों तक (6 &#-). 
2), , ४, ... ; ४ पदों तक (४#+<॥), 
2, <| औ_ ,...;2 पदों तक 
28 


मान ज्ञात कीजिए & (2+3/) 
॥५ 


किसी गुणोत्तर श्रेढ़ी के तीन पदों का योगफल पर है तथा उनका गुणनफल -] है। पदों को ज्ञात 
कीजिये | 


0.7. 5, नर । प्र , -- के कितने पदों की आवश्यकता होगी ताकि योगफल 20०? हो? 
52 
किसी 0७.7. के तीन पदों का योगफल 6 है तथा अगले तीन पदों का योग 28 है तो 6.7. के 


प्रथम पद, सार्वअनुपात तथा # पदों का योगफल निकालिये | 
किसी 6.7. का प्रथम पद 4-729, 7वाँ पद 64 हैं तो $,ज्ञात कीजिये। 


उस 0.7. को ज्ञात कीजिये, जिसके प्रथम दो पदों का योगफल -4 है तथा 5वाँ पद तृतीय पद का 
4 गुना है। 


. यदि किसी 0.7, का 4था, 0वाँ, तथा 6वाँ पद क्रमशः » »तथा < हैं| सिद्ध कीजिये कि & » 2 0.7. 


में हैं। 
अनुक्रम 7, 77, 777, 7777, ... के # पदों का योग ज्ञात कीजिये। 
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2. ऐसे चार पद ज्ञात कीजिये जो 6.7. में हों, जिसका तीसरा पद प्रथम पद से 9 अधिक हो तथा 
दूसरा पद चौथे पद से 8 अधिक हो। 

22. यदि किसी 6.7. का /वाँ, क्वाँ तथा #वाँ पद क्रमशः ७, तथा ८ हो तो, सिद्ध कीजिये कि : 


६८१! #/! 77 १ 78 -. 


23. यदि किसी 0.7. का प्रथम तथा #वाँ पद क्रमशः ८ तथा # हैं, एवं ए, # पदों का गुणनफल हो तो 
सिद्ध कीजिए कि ए? < (689) 


24, यदि ५,» गुणोत्तर श्रेढ़ी में हों तो सिद्ध कीजिए कि निम्नलिखित भी गुणोत्तर श्रेढ़ी में होंगे। 
0). बट (9). ह)9,87,ल () ०7+४१, 69+90,४2+८?, 

25. यदि 6०, 9, ०. 6, 0.7. में हों तो दिखाइये कि (६?+४२१+८१) (#2+८+व2) >> ((०9+9८+ट्वी2 

26. ! और 256 के बीच 3 गुणोत्तर माध्य रखिये | 


+ की 
27. # का मान ज्ञात कीजिये ताकि हक ० तथा 9 के बीच गुणोत्तर माध्य हो। 
धनी 


28. दो संख्याओं का योगफल उनके गुणोत्तर माध्य का 6 गुना है तो दिखाइये कि संख्यायें 
3+29४2 :3- 2४2 अनुपात में हैं। 


29, सिद्ध कीजिये कि दो दी हुई संख्याओं के बीच # गुणोत्तर माध्यों का गुणनफल उनके बीच एकमात्र 
गुणोत्तर माध्य का # घातांक होता है। 


8.4.4 5.?. के अनन्त पदों का योग : आइये 0.7. 


>> 


4. न 

'ढु*- पर विचार करें: 
५ 9 हे 

यहाँ 6«, #/< 3 हम पाते हैं 


न _(2 


द्ु 2 गो 
की 0 | 
3 


| १ के 
आइये | | के व्यवहार पर विचार करें, जब # का मान बढ़ता जाता है: 


लि आओ बिक । 0 20 
0,073452992 | 0.00030072866 










#, 3 
| ] 0.6667 0.]36872428 


हम पाते हैं कि जैसे-जैसे # बड़ा से बड़ा होता जाता है, | | वैसे वैसे शून्य के निकट होता 
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जाता है| अर्थात # को जैसे जैसे बड़ा बनाते जायेंगे, ि | वैसे वैसे छोटा होता जायेगा | दूसरे 
शब्दों मे जब # -> ००, [| जे 0. 
निष्कर्षतः हम पाते हैं कि ५-3. 


अब गुणोत्तर श्रेढ़ी 6, # ८/“,..., में यदि सार्वअनुपात |#| < | हो तब 
4(0-//) 
४7. (-+) 
छ 2 दा 
पल्‍की - [की 


इस स्थिति में /” -> 0 यदि #-> ० चूँकि |[#+| <. इसलिए 


5 


4 








यदि # -> ०० तब 


छ 
कक 


प्रतीक रूप में अनन्त तक योगफल को $_ या $. द्वारा निरूपित किया जाता है। इस प्रकार हम 
पाते हैं 


उदाहरणत: 


ु वि दल 
() 0 205 55 के. साज्तत्चर 55 2. 


| | 5. “यम 
पद मी स्लझजार त5 


ठै हट छा ए  (-। ]) 3' 
के 
8.4.5 आवर्त्त दशमलव संख्याएं गुणोत्तर श्रेढ़ी के रूप में 


अब हम, जब |+।< [. हो तो गुणोत्तर श्रेढ़ी के अनन्त पदों तक योगफल की उपयोगिता पर ' 
विचार करेंगे | इसकी आवश्यकता, आवर्त्त दशमलव प्रसार में कुछ वास्तविक संख्याओं के विस्तार 


के अध्ययन में पड़ती है। आइये विचार करें : 0.3 - 0.3333... को हम लिख सकते हैं 
0.3333. ,.. ७ 0.3 + 0.03 + 0.003+ 0.0003+ ... () 
(।) का दाहिना पक्ष, जो एक अनन्त गुणोत्तर श्रेढ़ी का योगफल ही है, जिसमें ८८ .3, तथा 
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#<0.], जो कि | से छोटा है। तो योगफल क्या हुआ? यह 7 हट पा . और यह परिमेय 


संख्या है जो जब दशमलब में निरूपित किया जाता है तो 0.3 के रूप में व्यक्त होती हैं| 


उदाहरण 25 अनन्त 6.7. 5, पा हा , का योगफल ज्ञात कीजिये। 


हि 4 
हल यहाँ 655 तथा#57<[. <- 


गंकाएँ 350. 735 
र्‌ च्नाउत्चः 
इस प्रका $ ला 
7 
3.30 555 को किंग 
उदाहरण 26 6.7. यह हू! - का योगफल $ ज्ञात कीजिये। 
3 | 
हल यहां ८ व्ूः तथा #< | पुन: |॥। < [. 
+3 
2... टन 





इस प्रकार 8- । ड् 
0 0 


चूँकि >+-.[+ हु. एक अनन्त गुणोत्तर श्रेणी है जिसका सार्वअनुपात वर 


उदाहरण 28 वह परिमेय संख्या बताइये जिसका दशमल्रब में विस्तार करने पर 0.234 प्राप्त 
होता है। 


हल हम लिखते हैं : 
0.234 < 0.23 + [0.004 + 0.0004 + 0.00004 + .....] 
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0.004 
4-0.[ ' 


चूँकि कोष्ठक की श्रेणी एक गुणोत्तर श्रेणी है, जिसका प्रथम पद 0.004 तथा सार्वअनुपात 





न्‍ 0.23 + 


0.] < | है। इसलिये 


न थ 
0.234 5 0.23 + ह 6 
2[] 
है>+०- 9080 ल्‍ 
29] 
जप ही वॉछित परिमेय संख्या है। 


प्रश्नावली 8.5 


निम्नलिखित गुणोत्तर श्रेढ़ीयों के अनन्त पदों तक योगफल ज्ञात कीजिये। 


7 2 


 ] 


50, 42.5, 36.[25, ... 
0.3, 0.8, 0.08, . 
0, -9, 8.] 


निम्नलिखित में प्रत्येक के लिये बताइये कि यह किस परिमेय संख्या का दशमलव प्रसार है? 


0. 
है 
8. 


9, 


0, 


2. 


0.68 . 
5. 
0.72 . 


किसी गुणोत्तर श्रेढ़ी का प्रथम पद 2 है तथा अनन्त तक योगफल 6 है, तो सार्वअनुपात ज्ञात 
कीजिये | 


किसी गुणोत्तर श्रेढ़ी का सार्वअनुपात _ दर है तथा अनन्त तक योग हि है तो प्रथम पद ज्ञात 
कीजिये। 


« निम्नलिखित श्रेणी का अनन्त तक योगफल ज्ञात कीजिये। 


(४2+)++ (४2 -!) + ... हि 
यदि ४८ [+6+ ८ +... तथा 9- [+8+ 9? + ... जहाँ |४। < | तथा ॥/ < तो 


3 
सिद्ध कीजिये कि ]+49+ ८२४१ + ... अपन 
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' 3. यदि अनन्त गुणोत्तर श्रेढ़ी का योग 45 है तथा पदों के वर्ग का योग 45 है, तो श्रेढ़ी ज्ञात कीजिये | 


4. किसी अनन्त गुणोत्तर श्रेढ़ी के दो पदों का योग 5 है तथा प्रत्येक पद पिछले सभी पदों का योग 
हों तो श्रेढ़ी ज्ञात कीजिये। 


5. दी गई श्रेणी का अनन्त तक योग ज्ञात कीजिये : 


2 238, “ 2005 73 
दब न व्दद नञः कक न ज्ञ नै... 


8.5 समान्तर-गुणोत्तर अनुक्रम 
हम जानते हैं कि अनुक्रम 


4, ध + दे, 6 + 28॑, ... [8 + (7-) 6 |, ... ह (]) 
एक समान्तर अनुक्रम है, जिसका प्रथम पद 6 तथा सार्वअन्तर ४है। और अनुक्रम 
] कक 570५ (2) 


एक गुणोत्तर अनुक्रम है जिसका प्रथम पद है तथा इसका सार्वअनुपात # हैं | (]) और (2) के 
संगत पदों का गुणा करने पर हमें निम्न अनुक्रम मिलता हैः 
व, (व + वे) # (6 + 24) +7,...,[द + (7-) व] ।”|,... 
जिसे समान्तर-गुणोत्तर अनुक्रम कहा जाता है। 
यहाँ हम इस अनुक्रम के # पदों का योग ज्ञात करने का सूत्र ज्ञात करेंगे। 
8, ८ ध+ (ध+धी।+ (ध+ 2व)#+ ... + [6 + (४- )4]/#"7 
ताकि 9, + द्वाक(+ वीक (ध+24)+ ...+ [ध+ (॥-2)4"7/ + [६ + (४- |)4]/. 
घटाने पर हम पाते हैं 


([-7) 3,, ८ 4+ ४/ + बाल + के...+ 4/ - [८ + (0॥- )4]/7 


रो । 
_ ध्र+ र्भ ् | -[ध+(४-])4” 
।-+/ 





220] धा(-+” |) _ [6+ (४ - )6 ]/* 





या कक अप 


ण ([-/). ([-+)* ([-7) 
उस स्थिति में जिसमें |॥ < , 7” तथा ।” दोनों शून्य की ओर जाते हैं जब # -> ००. 
मा कम न ली 
के . ([-7) ([-7)*' 
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उदाहरण 29 निम्न श्रेणी के # पदों का योग ज्ञात कीजिये | 

]+ 2:+ 3: + 4.४0 + ..., जबकि [& < !. 
हल दी गई श्रेणी समान्तर-मगुणोत्तर श्रेणी है, जब कि &.?. का 65 ] तथा #<. तथा 0.7. 
, 2, >'...., ऐ जिसका सार्वअनुपात ». हैं| हम लिखते हैं 

8, ऊ |+2ल्‍%+ 302 + 4 + ...(8 - 72 + कटा! न्‍ 


इसलिये. #$, 5८ >+ 2: + 3न्‍0 + ... + (॥- 7४ + 








घटाने पर, 
(!-2) 8, ८ !+४+ कक ... + | -फडी 
कि 53 
. (]->») 
हि (-%४) _ 7 
2 न तू को तन 
उदाहरण 30 निम्न श्रेणी का अनन्त तक योगफल निकालिये | 
20 3] 4 
+ ठ॒ हे. 395 


हल दी गई श्रेणी को इस प्रकार से लिख सकते हैं : 
आम [ 
!+ श्र हि कु न जा क नि 
स्पष्टत: यह समान्तर-गुणोत्तर श्रेणी है, जिसमें 


ध्रद |, ध॑- , # ८ ये " 








3 
अतः सूत्र का उपयोग करने पर 
० ५१. ध। 
अत 5 (-+)* 
3. ,9 9 
आओ मो 8, 


एवं वैकल्पिक विधि से, माना 


9 पः +22<--+39 ह 


] 
ठ ह्य +49< वर 0 () 
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ताकि 
] [ ध 


| 
जु० बल 2 2807 408 (2) 
(2) को (!) मे से घटाने पर, हम पाते हैं : 


। [- रे ] 55 ]+ ! ० हम न 35० जन 
3 37 


ठु 3) 
2 3 
या हि 8- तक) न्ठ 
3 
9 
इसलिये $> ज 
प्रश्नावली 8.6 
निम्नलिखित श्रेणी के # पदों का योगफल ज्ञात कीजिये | 
+ £ नः 8 नै हम नैः ः 
. व पका 


| ] 
3+5»-+7»-८ + ... 
2 (० 4 4 #.4 


3. [+3.+ 5.2 + 72 +..., जबकि |॥। < ।, 
4. ]+40+ 7 + 00+... जबकि |॥ < ।. 
5. 


प्रश्न 2 से 4 तक की श्रेणीयों का अनन्त त्तक योगफल ज्ञात कीजिये । 
6. यदि श्रेणी के अनन्त पदों का शयोग | 
3+5/+7/+...; न है तो +» ज्ञात कीजिये। 


] पदों 44 
7. यदि श्रेणी 3+ (3+ ०) “:3%280 छ् + -. के अनन्त पदों तक का योगफल श्ु है तो #का 
मान ज्ञात कीजिये। 


8.6 विशेष अनुक्रमों के # पदों तक योग निकालना। 
अब हम कुछ विशेष अनुक्रमों के # पदों का योग निकालेंगे : वे निम्न हैं 
() |+2+3+ ...+7 (प्रथम # प्राकृत संख्याओं का योग) 


(0) ॥?+2?+ 32+ ... +॥? (प्रथम # प्राकृत संख्याओं के वर्गों का योग) 
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(0) ॥7+27+ 3) + ... + ४? (प्रथम # प्राकृत संख्याओं के घनों का योग) 
आइये एक-एक पर विचार करें : 
(6) $, हक [+2+3+...+ 7 
] देखें 
म ध्य (भाग 8.3.2 को देखें) 
(0) यहाँ 8, 5८ [7+22+ ...+ ४, 
हम निम्न सर्वसमिका 
/02-(- )))  3/2 - 3ऋ& + [. 
पर विचार करते हैं 
क्रमश: &< 4,2, .,., / रखने पर हम पाते हैं 
[3- 03 -- 3()2-- 3(]) + | 
27 _[7 - 3(2)7 -- 3(2) +] 
37 - 27 - 3(3)7 - 3(3) + 


ह +-(॥-])7 ८ 3(४)  -3(७) + . 
दोनों पक्षों को जोड़ने पर हम पाते हैं 


ह-07 < 3([27+224. 324 . ..+#7) - 3(]+2+3+ . . .+7)+77 


या 53 ञ'  -3 3 ( +॥ 
ता ध्टा 


(0) से हम जानते हैं 


2४ न्‍ +2+3+., , ,+ # 5८८ 8 
लत 2 
ः प्न्त 3 ड़ 


(कं +3#7+ |) 


0 | -+ 


॥(७+ [)(2# + |) 


4 
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(7) यहाँ $ 5 ]+2) +... 4. 
हम सर्वसमिका 
(+)-// - 4/+6/2+4/+, 
पर विचार करते हैं 
क्रमशः #- [, 2, 3, ..४ रखने पर हम पाते हैँ 
24-[4 « 4()2 + 6,[2+ 4. + | 
3-28- 4.27 + 6.22 + 4.2+ ! 
48 - 34 - 4(3)) +6.32 + 4.3 + | 


(8 -)- (7-2) 5 4(0-2)) + 60-22)? + 4(0-2) +! 
ह - (॥-)< 4(0॥-)) + 68-)2+ 4(0-) + ! 
(#+ )-#॥/ ८ 4क#7 + 672 + 48 + [. 

दोनों पक्षों को जोड़ने पर हम पाते हैं 


(0+)-4 < 4(7+2743)+. ..+॥7)+6(|2+22+32+ ,,,+#/)+4(]+2+3+ ., . .+0)+/8 
4 2 0 +6 2 “+4 2 ८+क# 


या 4 2  < (7+)/-]-6 है 2-4 2 /- 7. () 


ध्ल 


(0) तथा (॥) से हम जानते हैं 


) ५... ॥(0+]) 
कु 


॥ 


न्नणा हा #2 __ ॥8 + (28 + |) 
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या 48 # ग्रौक एक वि क वढ-ना(आक आ+])-2060+ |-या 
5 #+ 4॥7+ 677 + 4# + 28 - आ?2-# - 22-27 - # 
झ ॥+ 2॥#) + ॥77 


न #(7+ 2॥+ [) 


झू 72(#+ 2 
हे हे शा स्का ])* हा [फ(॥ शा जल !)॥ । 
उदाहरण 3 श्रेणी 5+]+]9+29+4+... के ॥ पदों का योग ज्ञात कीजिये। 
हल आईये लिखें: 
$& 5 5+|[]+ [9+29+ . ५... 7 
७. ख्ट 3+क +9+ ...+ 6, _2+ 0,_ | + 4,. 


घटाने पर हम पाते हैं: 


0 5 5+[6+8+ 0+ 2+... (/- |) पदों] - 4, 
या ०, + ४४) [2+2(0-2)] 
5 53+(/-) (7 + 4) 
८ #7+3॥+ ३. 
इस प्रकार 8, 5 ८4५5 «; (॥7+ 3/+ ) 


॥! !! 


बट (2+3.,८. (+/ 
जा] शनि 


7(7+ गा + |) छ ््ट |) र 


अतः 5 रा (॥+ 2स्‍[7+ 4) 
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8 (82 + 58 + 4) 
न ॥+ 577 + 48. 


इस प्रकार # पदों तक योगफल 
5, नर 2. ध 
दैच्डां 
30 +5 3 ४2५4 3 ४ 
बे हा धन 


2 है 
कर ध् सर कक के के 


4860 + |) 
2 


व 22 ्गि > [॥7 + )+ [0(20+ ) + 24] 


# (#॥+ ) 
2 


उदाहरण 33 [2 + 324 52+ ...+ (2४ - [)2, का मान ज्ञात कीजिये । 
हल हम पाते हैं 








(3४2 + 238 + 34). 


[3 + 3: + 5:+ ,.. + (20 - )2 


॥ 


]2 + 22 + 32+ 42+ ... + (20 - [)2 + (2४)? - [22 + 42+62+ ...+ (20)7] 


2॥ है । 


- ००-4०. ४४ 
स्‍ल्ण कण] 
_ 27(27+)(47+]) _ 40(0+ )(277 + ]) 
रा 6 6 
॥॥ 
त्ठ (2#0+[) (20 -[) . 
प्रश्नावली 8.7 


निम्न श्रेणी के ४ पदों का योगफल ज्ञात कीजिये : 
]. ].2.3 + 2.3.4 + 3.4.5 + ... 
2. 3.!7+ 5,22+ 7.32+ ... 


॥ .| । 
«८ जान क+ज+--+- +--+++..- 
हक आज व आआ 
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4. 52+ 6:+ 7: + ... + 202 
5, 3.8+6.]+9.]4 + ... 


6. 2+ ([2+ 22) + (।2+ 22 + 32) +.... 

उस श्रेढ़ी के # पदों का योग ज्ञात कीजिये जिसका # वाँ पद निम्न हैः 
7. #(#४+ 3). 
8... 77+ 27, 


8.7 हरात्मक श्रेढ़ी (पत.ए.) 


एक श्रेढ़ी 6|, ०५, 43, .-.. 4,»--. को हरात्मक श्रेढ़ी कहते हैं, यदि 
] ]|॥[] 


|| 
नमन २32 मनन. ७0 ता. ना 2 0१० 
9 9 हर 

|. 62. 64 6, 


एक समान्तर श्रेढ़ी है, उदाहरणतः 
20 ॥ २2 २ 9 + | +“+ | -| न ] 
00 वह जग वजह 2७ 0 व वकण के ओ 


हरात्मक श्रेढ़ियाँ हैं| इस प्रकार प्रत्येक हरात्मक श्रेढ़ी के संगत एक समान्तर श्रेढ़ी है और इसका 
विलोम भी सही है। अतः हरात्मक श्रेढ़ी की प्रत्येक समस्या (योगफल के अतिरिक्त) को संगत 
समान्तर श्रेढ़ी द्वारा हल किया जा सकता हैं। 


8.7.] हरात्मक माध्य (प्र...) 


जब तीन संख्याएं 6, त, £& प.7. में हो तो प्त को ०, 9 का हरात्मक माध्य कहा जाता है। यदि 


१, मे, 9 म.?. में हों तो मा डर #.?. में होंगे अर्थात्‌ 





कप 
हम ली 
स्व 6७४ प्त 
2 ! | 
या हट 5 हि 
248 
3 नहयछ9: 


अतः ४ तथा ४ के बीच वौंछित हरात्मक माध्य --?” _ है। 
(ध+ 8) 
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8.8 दो धनात्मक वास्तविक संख्याओं के &.५., 0.५४. तथा प्र.५, में परस्पर सम्बन्ध 


माना कि », 0 तथा प्ल॒ दो धनात्मक वास्तविक संख्याओं ८ तथा & के बीच क्रमशः &.५.,, 6.५. 
तथा प्न.. हैं। यदि 6 को धनात्मक लें तो 


ध+08 


ए 2409 
#ैल ऊ 505 0 और छू < द्वक्रः 





इस प्रकार 


+0 हित 
8-0 +« प्ज -४०० 


६८+/9-2 स्व 


2. 
(०-४) >0 ४ ह॒ (]) 


क्रो 260 
तथा 06-पम्त < ४4० - आ 


श्क्ो (६+9+- 2446 ) 
0 जछाशा 
४0४०-४४): 
पा पा कक (2) 
(!) तथा (2) से हमें इनका परस्पर सम्बन्ध &>202>प्त मिलता है 








हि ] | हे 
उदाहरण 34 किसी हरात्मक श्रेढ़ी का तीसरा तथा 7वाँ पद क्रमशः पठ्र ऐथा उठ हों तो उसका 
5वाँ पद ज्ञात्त कीजिये। 
हल हरात्मक श्रेढ़ी की परिभाषा से।2 तथा 32 संगत समान्तर श्रेढ़ी का तीसरा तथा 7वाँ पद है। 
इस प्रकार 

72 
त्तथा 32 


4+(३-]) 5: ध+2वद 
ब+ (7-) 6 <- ६ध+ 64. 


इन समीकरणों को हल करने पर 6-2, तथा ४० 5 मिलता है| इस प्रकार &.7. का वाँछित 5वाँ 
पद निम्न होगा 

न 4+([5-]) ८ 

2+ ]4 2 5 

72. 


॥ 


(2) 


॥ 


॥ 


अतः हरात्मक श्रेढ़ी का ॥5वाँ पद न है। 
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उदाहरण 35 किन्‍्हीं दो संख्याओं के बीच समान्तर माध्य 27 तथा हरात्मक माध्य 2 हों तो 
उनका गुणोत्तर माध्य ज्ञात कीजिये | 


हल माना कि 6 तथा & दी गई संख्याएं हैं, तो 








ध+0 

2.४, - ठ 52746 8 () 
2689 

प्र. , छह 5 2. (2) 


() तथा (2) से हम पाते हैं 60 > 324 


अतः 


0.0. > ./६49 5 १३24 5८ 8. 
प्रश्नावली 8.8 
वह हरात्मक श्रेढ़ी ज्ञात कीजिये, जिसका तीसरा एवं 4वाँ पद क्रमशः तथा तर है। 
किसी हरात्मक श्रेढ़ी का ऋवाँ पद # है तथा #वाँ पद # है, तो सिद्ध कीजिये कि #वाँ पद “४ 
है। 5 
एक हरात्मक श्रेढ़ी में, यदि #वाँ पद #, क्षवाँ पद /# है| तो सिद्ध कीजिये कि +वाँ पद /#8 है। 
यदि किसी हरात्मक श्रेढ़ी का #वाँ, 4वाँ तथा #वाँ पद क्रमशः 9, 9, ८ हो तो, सिद्ध कीजिये कि 


2 2 न 2 बह ८8 न मै 2 2 जद 0 अं 
धर 0 ८ 


यदि दो संख्याओं के बीच हरात्मक एवं समान्तर माध्य क्रमशः 3 तथा 4 हों तो संख्याओं को ज्ञात 


5. 
कीजिये | 
में हों ] [ ]। ..] 
6. यदि ०७, », ८ हरात्मक श्रेढ़ी में हों तो सिद्ध कीजिए कि काश + हज गे 
8.9 उपयोगिता 


इस अनुभाग में समान्तर एवं गुणोत्तर श्रेढ़ी के मूलभूत सिद्धान्तों की, दैनिक जीवन में आने वाली 
समस्याओं में उपयोगिता पर विचार करेंगे | 


उदाहरण 36 एक व्यक्ति ऋण का भुगतान 00 रु. की प्रथम किश्त देकर करता है। यदि वह 
प्रत्येक किस्त में 5 रु. प्रतिमाह बढ़ाता है तो 30वीं किश्त की राशि क्‍या होगी? 


हल स्पष्टत: किश्तें एक समान्तर श्रेढ़ी की रचना करती है, जिसका प्रथम पद ८- 00, 
सार्वअन्तर ८- 5. है। इसलिये &.7. का 30वाँ पद 
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840  4+ (30- [) 4 
00 + 29 « 5७ 00 + [45 5 245. 
इस प्रकार 30वीं किश्त की राशि 245 रु. है। 


उदाहरण 37 एक बहुभुज के अन्तः कोण समान्तर श्रेढ़ी में हैं। सबसे छोटा कोण 20" है तथा 
सार्वअन्तर 5० है, तो बहुभुज की भुजाओं की संख्या बताइये। 


हल माना कि बहुभुज की भुजाओं की संख्या # है। स्पष्टतः अन्त: कोण एक ४.7, की रचना 
करते हैं, जिसका प्रथम पद 4« (20 तथा सार्वअन्तर 455. है सूत्र का उपयोग करने पर 
| 


5, ८ पि [20+ (४ - ) ४] 
गम नर [22% 20+ (॥- !) 5]. () 
चूँकि 5, ४ भुजाओं वाले बहुभुज के अन्तः कोणो का योग है, अत्तः 
8, + (0॥-2) » 80. (2) 


(।) तथा (2) से हम पाते हैं 
2 240+ 5-5] (0-2) » 80 
या ए*- 250 + [44-०0 
या (0 - [6) (॥- 9) ८ 0. 
इससे ॥<9 या 6. परन्तु 5 6 मान सम्भव नहीं है क्योकि यह ४.०. का अन्तिम पद 
>6ध+(४7-“>)ध< [20+ ((6-)» 5 ' 
, 5 95*, 
देता है, जो मान्य नहीं है, क्योंकि किसी भी बहुभुज का अन्तःकोण 80* से अधिक नहीं हो 
सकता । अतः # 5 9 ही सही उत्तर है। अर्थात भुजाओं की संख्या 9 है। 


उदाहरण 38 एक शत्तंरज के बोर्ड के एक वर्ग में, चावल का एक दाना, दूसरे वर्ग में दो दानें, 
तीसरे में 4 दानें आदि, प्रत्येक अगले वर्ग में चावल के दानों को दुगुना करके रखते जाते हैं। 
इस प्रकार यदि वर्गों की संख्या 64 हो तो इन वर्गों को भरने के लिए कितने चावल के दानों 
की आवश्यकता होगी। 


हल समस्या के अनुसार प्रथम वर्ग पर। दाना, द्वितीय वर्ग पर 2 दानें, तृतीय पर 2? दानें, चतुर्थ 
पर 2) दानें आदि। अत्तः इससे हमको एक गुणोत्तर श्रेढ़ी ), 2, 22, 23, ... प्राप्त होती है, जिसका 
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योग 64 पदों तक निकालना है, और यही वांछित दानों की संख्या होगी। 0.7. के योग का सूत्र 
उपयोग करने पर 


५ 


_ ८(7/-]) 


! ४] 
यहाँ 65 !, # 5 2 तथा # ८ 64. 
अत: $, > 24- जो कुल दानों की वांछित संख्या है। 


उदाहरण 39 एक व्यक्ति जो मासिक वेतन पर रखा गया है तथा प्रत्येक अगले माह में उसका 
बेतन, विगत माह से 0 वाँ भाग कम हो जाता है। यदि प्रथम माह में उसे 5000 रु. मिला, तो 
सिद्ध कीजिये कि उसे जीवन में, 50000 रु. से अधिक प्राप्त नहीं होगा। 


हल प्रथम माह में उसे प्राप्त राशि - 5000 रु. 


द्वितीय माह में प्राप्तराशि. < 5000-नह(5000) रु 
4500 रू. 

तृतीय माह में प्राप्त राशि न्‍ |#00 हे ग (4500)| रु 
5 4050 रू. 

चतुर्थ माह में प्राप्त राशि न्‍- |4050 “764०0 | रु 
5 3645 रु आदि 


इस प्रकार हमें मासिक भुगतान का अनुक्रम 5000, 4500, 4050, 3645, ... प्राप्त होता है जो 


0.7, में है, जिसका प्रथम पद 6<5000 तथा सार्वअनुपात #< रो 


80 
अतः 5-- ...5000 
: $ज्यू-75- 6 550000 
का 
इससे यह निष्कर्ष निकलता है कि, व्यक्ति चाहे जितने वर्ष जीवित रहे किन्तु 50000 रु से 


अधिक नहीं प्राप्त कर सकता | 
प्रश्नावली 8.9 


4. एक किसान पुराना ट्रैक्टर 2,000 रु. में खरीदता है। वह नकद 6000 रु. देता है तथा यह वादा 
करता है कि रकम को 500 रु. वार्षिक किश्त तथा शेष राशि पर 2% व्याज की दर से भुगतान 
करेगा। किसान को ट्रैक्टर की कितनी कीमत देनी पड़ेगी? 
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2. 


हरि 22000 रुपये में एक स्कूटर खरीदता है। वह 4000 रु. नकद देता है तथा यह वादा करता 
है कि शेष रकम को 000 रु. वार्षिक किश्त तथा शेष राशि पर 0% व्याज देगा | उसे स्कूटर के 
लिये कितनी राशि चुकानी पड़ी? 


किसी कक्षा के विद्यार्थियों की आयु समान्तर श्रेढ़ी में है जिसका सार्वअन्तर 4 माह है। यदि सबसे 
छोटा विद्यार्थी 8 वर्ष का है तथा सभी की आयु का योग 68 वर्ष हो तो कक्षा में विद्यार्थियों की 
संख्या बताइये | 


एक व्यक्ति अपने चार मित्रों को पत्र लिखता है। वह प्रत्येक को उसकी नकल करके चार दूसरे 
व्यक्तियों को भेजने का निर्देश देता है, तथा उनसे यह भी करने को कहता है कि प्रत्येक पत्र प्राप्त 
करने वाला व्यक्ति इस श्रृंखला को जारी रखें | यह कल्पना करके कि श्रृंखला न टूटें तो 8 वें पत्रों 
के समूह भेजे जाने तक कितना डाक खर्च पड़ेगा जबकि एक पत्र का दाम 50 पैसे हैं। 

एक पौधे की ऊँचाई किसी निश्चित तिथि को .6 मीटर है। यदि अगले वर्ष यह 5 से0 मी0 बढ़ 
जाती है तथा वृद्धि अगले वर्षों मे विगत की अपेक्षा आधी हो, तो सिद्ध कीजिये कि उसकी ऊँचाई 
).7 मीटर से अधिक कभी नहीं होगी। 


एक व्यक्ति ने एक बैंक में (0,000 रु. 5% साधारण ब्याज पर रखा | जब से रकम बैंक में रखी गई, 
5 वें वर्ष मे उसके खाते में कितनी रकम हो गई, तथा 20 वर्षों बाद कुल कितनी रकम हो गई, 
ज्ञात कीजिये। 


500 रु. धनराशि 0% वार्षिक चक्रबृद्धि व्याज पर [0 वर्षों बाद कितनी हो जायेगी, ज्ञात कीजिये? 


बैक्टीरिया कल्चर में बैक्टीरिया की संख्या प्रत्येक घण्टे पश्चात दूनी हो जाती है। यदि प्रारम्भ में 
उसमें 30 बैक्टीरिया उपस्थित थे, तो बैक्टीरिया की संख्या दूसरे, चौथे तथा # वें घण्टों बाद क्या 
होगी? 


विविध उदाहरण 


उदाहरण 40 यदि एक गुणोत्तर श्रेढ़ी का ऋवाँ, #वाँ तथा >वाँ पद एक गुणोत्तर श्रेढ़ी के तीन 
क्रमागत पद हो, तो सिद्ध कीजिये कि %, # तथा # समान्तर श्रेढ़ी के तीन क्रमागत पद होंगे । 


हल दिया हुआ है कि 6,, न 7 


हर! ऊ< / |) 


हर 


ध, +>. द्रककीएँ 
9? 


जबकि ०५, 0.९. का प्रथम पद है, तथा सार्वअनुपात + है, और यह भी दिया है कि 6, , 4, ८, एक 


0.?.. की रचना करते हैं। इसलिये 


हट जे | 


7८ धर 


| 
तः 6, 


अनुक्रम और श्रेणी 24॥ 


का. दी 
या ध्ण् नल 
ता गान का ॥। 





अर्थत... #/7 < कए-? 
इससे हमें मिलता है 
20<% +# या#-#8 5 ?-# जो दर्शाता है कि #,# तथा #, #.?. के तीन क्रमागत्‌ पद हैं। 

उदाहरण 4 यदि ७, 9, ८ 0.7. मे हों तथा 6९ - ४४ - ०८. तो सिद्ध कीजिये कि », », £ हरात्मक 
श्रेढ़ी में हैं। 
हल माना कि ८८४” - ८६ /£ है तो 

धर धर, 9 _क की () 
चूँकि 4, 9, ८ 0.7., में हैं, अतः 

97 - ०८ (2) 
() तथा (2) के प्रयोग से हम पाते हैं 


2 ॥| 


ञऊ रकम 








ध ८० ।ओं 
2 4 >#+ट 
कि (2) 
_ थ्पट 
या लक 


अतः ». »> तथा 2 छ.? में हैं। 
उदाहरण 42 दो धनात्मक संख्याओं 6 तथा ४, जबकि ८> ४, के समान्तर माध्य उनके गुणोत्तर 


माध्य का दूना है, तो सिद्ध कीजिये कि &:9- (2+ ४3): (2-५३) 


हल दिया है कि &.५४.-2 (6.५.). हम पाते हैं, 








ण्ज + 24४ 
6+ 082 2 

धर 2४कक | व 

योगान्तरानुपात के उपयोग से हम पाते हैं: 
4+8+2 ४608 ले 


०+9-2४680 7 
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(४४+४ (हों 
अर्थात्‌ (प्र ह ०) हद पा | 
4 + ४० _ ४3. 
या है 2 बस ल्प 


पुनः योगान्तरानुपात को अपनाने से, हम पाते है: 
४८+४0+४०-४४ _ ४3 +] 
४० +री-४०+ 0 ४3-] 


४4 _४३+ा था ८ _ (४३+0* _2+४3 


अर्थोत्‌ तह आहत (२३-॥) 2-७३ 


अतः: 6: ७« (2+४१३):(2- ७५१). 








2 
उदाहरण 43 दिखाइये कि >%27 + 22८37 +...+7२८(0+8)/. |ऊऋ#+5 
2+27%3+...+॥ >(छ+]) उ/क 


हल बाम यक्ष के अंश का #वाँ पद 5७८ #(00+ )? 

5. 7 + 272 + #, 

इसी प्रकार बाम पक्ष के हर का ॥वाँ पद ८४? (७ + |) 5 #) + #. 
इस प्रकार सिग्मा (5) का प्रयोग करने पर, हम पाते हैं, 


ञ' (६ +2/7+/) »४+ 28 ६ 7+> # 


बाम पक्ष 5८ ऑ्ियथाया: डर -5- (() 


ऐ +/7) 2.5 +2ट 
| 


प्च्चो 


८ [4 | 2 
जानते हैं ६. ह+) . ७२ _ ह(४+(27+) 9७१/३_ ॥(0+]) 
हम जानते हैं. कि 2. ठ है सा ; » ६) .. थप 


इसलिये 


25.22. पद के अजिक मी व 2 0 
बाम पक्ष >> 


#(४+]) + (४ + 0(20 + ) 
4 6 
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गओों! | 7 ध् ख ]) के (्‌ कक !) थ दर | 


#0(7॥+ )  (27+) 
8 | 





7(77+ |) ॥ 


307 +[#+0 _ (38+5) (7+ 2) 
उझाा+77#+2. (४+ 2) (38 + ) 
3उ#+35 


घट क्या ” दक्षिण पक्ष 





उदाहरण 44 यदि +, 4५, # 5.7. में हों तथा समीकरण #४+ 24.0 + #5 0 और समीकरण 


रा ० मेड 
०७४2+ 2९४ +/ 50 एक उभयनिष्ट मूल रखते हों, तो दिखाइये कि हा हे हु ! /.?. में हैं। 


हल समीकरण #४2 + 245 + ४5 0 के मूल निम्न हैं 


- 24 पवंवी -4१% - 4779 
5 27 


चूँकि 9, 4, / 0.7. में हैं तो 4? </#. अर्थात ४5 ८ न्‍ | 
परन्तु हा समीकरण 4४2+ 2०४+/ ८0. का भी मूल है, अतः 
8] कह +7/0 
2 /2 
अर्थात्‌ 4(7- 2९47 + 77 < 0, इसको #4? से भाग देने पर तथा 4? -|## का उपयोग करने से 
हम पाते हैं ह 


4 _2८ 7? _ 
2? 4 कफ 
धर 26 
या यम 
४ 2 व गा 
सन जी 
' कक 8.7. | 


उदाहरण 45 निम्न श्रेणी का योगफल निकालिये।| 


ही 
ः पफिलाए पम४ ० है तक | 


कस 
[3 5] 
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हल 


0. 


गणित 

हम पाते हैं कि 

(20 लिन अ पल न 
कात 7 का-2(कऋऊक!)* 


लि 00! नि? लि अ वीलिज /ित 
]0 | [[+-2 आऋक 


(3 
2 
॥ 
४ न 
] 
| 
8 नई, जनक की 
न 
अकाल 
| 5 
॥ 
जि है कि 
, 
नः 
कल मच लक 
| ०-+ 


(# 0 >> आय 
द् (308+]) 38+| 
मर 
! (3॥#+ [) * 


हे 5५ घ् 


अध्याय 8 पर विविध प्रश्नावली 
उस &.7. का 25वाँ पद ज्ञात कीजिये, जिसका 9वाँ पद -6 है तथा सार्वअन्तर तर है। 


अनुक्रम -2, -9,-6, -3,... के कितने पदों की आवश्यकता होगी, ताकि योगफल 54 हो? 


दिखाइये कि किसी &,ए. के (#+#) वें तथा (#-9) वें पदों का योग # वें पद का 
दूना है। 


यदि किसी ».ए. के तीन पदो का योग 24 है तथा उनका गुणनफल 440, है तो संख्याये 
बताइये। 


माना कि किसी 4.9. के #, 2/ तथा 38 पदों का योगफल क्रमशः $,, $, तथा $, है तो 
दिखाइये कि 8, - 3(5, - $,). 


200 तथा 400 के मध्य आने वाले उन सभी संख्याओं का योगफल निकालिये जो 7 से 
विभाजित हो। 


3और [7 के मध्य # समान्तर माध्य हैं| यदि अन्तिम माध्य एवं प्रथम माध्य का अनुपात 3:. 
हो तो # का मान निकालिये। 


6.7. के कुछ पदों का योग 35 है, उसका प्रथम पद तथा सार्वअनुपात क्रमशः 5 तथा 2, 
है। अन्तिम पद, तथा पदों की संख्या बताइए। 


किसी 0.7. का प्रथम पद . है। तीसरे एवं पाँचवें पदों का योग 90 हो तो 5.7, का 
सार्वअनुपात बताइए | 


किसी 0.7. के त्तीन पदों का योग 56 है। यदि हम क्रम से इन संख्याओं में से ।, 7, 2! 
घटायें तो हमें एक समान्तर श्रेढ़ी प्राप्त होती है। संख्या ज्ञात कीजिए | 


4 


2. 


3. 


]4. 


5. 


6. 


]7, 


]8. 


9. 


20. 


2, 
22. 


23, 


24. 
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किसी 0.7. में 3, # पदों का योग, 7? उनका गुणनफल तथा २ उनके ब्युत्कमों का योग हो 
तो सिद्ध कीजिए कि ए? एए < 8? ह 
यदि ७, 8, ० 4 0.7, में हों तो सिद्ध कीजिये कि (वध! + 97, (#/+ ८०) , (०! + 4”) 0.7, 
में हैं। 
एक निर्माता घोषित करता है कि उसकी मशीन जिसका क्रयमूल्य 5625 रु. है हर वर्ष 
उसका मूल्य 20%.की दर से घटता जाता है। उसका मूल्य 5 वर्ष के बाद क्या होगा? 
यदि & तथा 0 दो धनात्मक संख्याओं के बीच क्रमशः &.५, एवं 0.५, हों तो सिद्ध कीजिये 
कि संख्यायें &+ ,((७+०5)»-6) हैं। 
माना कि दो धनात्मक संख्याओं तथा # के बीच ७.५. और 0.9५. का अनुपात 
॥ ; ॥ हैं। दिखायें कि ८.४७ ८ (/॥ + बफ जजो स्लो ):(४ - रे ५ 
यदि # तथा ८ के मध्य दो गुणोत्तर माध्य 6, तथा 6, हों तथा ८ उनका समान्तर माध्य हो 
तो दिखाइये कि 07, + 03, < 240८. 
यदि दो संख्याओं ८तथा ४ के बीच गुणोत्तर माध्य 6 हो तथा उनके बीच दो समान्तर माध्य 
/ तथा 6 हों तो सिद्ध कीजिये कि 02 - (29-4)(24-2). 
यदि 6, 9, ८ 8.7. में, ७, ८ 4 0.7. में तथा #.?. में हों तो सिद्ध कीजिये कि 
०, ८, ० 0.7 में हैं। 
यदि किसी &.7. तथा 0.7, का /वाँ, ध्वाँ तथा +वाँ पद क्रमशः ७, », ० हो तो सिद्ध कीजिये 
कि वा" ०० (वा? _ [, ह 
यदि ७, & धनात्मक संख्यायें हों, तथा &, 6, प्र क्रमशः ० तथा & के बीच समान्तर, गुणोंत्तर 
तथा हरात्मक माध्य हों तो दिखाइये कि &,5,प्त एक गुणोंत्तर श्रेढ़ी की रचना करते हैं। 
अनुक्रम 7, 7.7, 7.77, 7.777, ...के 50 पदों का योग ज्ञात कीजिये | 
निम्नलिखित श्रेणी के # पदों का योग ज्ञात कीजिये। 

6) 5+55+ 555 + 60) .6+ .66+ .666+ 

श्रेणी, ४ + »)) + (52 + 9३) + :3(0+ » का योग निकालिये जबकि |४< | हो 
तथा |॥ <] हो, 

एक वर्ग की भुजाओं के मध्य बिन्दुओं को मिलाने से एक वर्ग बनाया जाता है। दूसरे वर्ग 
के भीतर उसी तरह तीसरा वर्ग बनाया जाता है, और यह क्रिया सतत चलती रहती है। यदि 
प्रथम वर्ग की भुजा 6 से मी हो तो सभी वर्गों के क्षेत्रफलों का योग निकालिये। 
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25. एक समत्रिबाहु जिभुज की भुजा 24 से मी है। उसकी भुजाओं के मध्य बिन्दुओं को मिलाकर 
दूसरा त्रिभुज, इसी प्रकार दूसरे से तीसरा त्रिभुज, और यह क्रिया सत्तत चलती रहती है। 
ऐसे बने सभी त्रिभुजों की परिमिति का योग निकालिये | 

26, यदि $,, $,, 5, क्रमश: प्रथम प्राकृत संख्याओं का योग, उनके वर्गों का योग, उनके घनों का 
योग हों तो दिखाइये कि 9 82 <$. (।+ 8 $,). 


27. श्रेणी ॥+ न मप्र + प्रा +... के अनन्त पदों का योग निकालिये। 


28. श्रेणी 3+7+3+ 2 + 3+ ... के # पदों का योग निकालिये। 
29, निम्नलिखित श्रेणी के # पदों का योग निकालिये | 
5 जे लय 
|. [3 ॥।+3+5 
30. एक कीड़ा एक निश्चित बिन्दु से सीधे चलता है और प्रथम सेकेण्ड में एक मि.मी. चलता 
है तथा अगले सेकेण्ड में पिछली दूरी की आधी दूरी त्तय करता है। वह कितने समय में 
प्रारम्भिक बिन्दु से 3 मि.मी. दूरी तय करेगा? 





ऐतिहासिक पृष्ठभूमि 


इस बात के प्रमाण मिलते हैं कि 4000 वर्ष पूर्व बेबीलोनिया के निवासियों को समान्तर 
तथा गुणोत्तर अनुक्रमों का ज्ञान था। बोइथियस (50 &,0.) के अनुसार समान्तर, 
गुणोत्तर तथा हरात्मक अनुक्रमों की जानकारी प्रारम्भिक ग्रीक लेखकों को थी। भारतीय 
गणितज्ञों में से आर्यमट (476 ई.) ने पहली बार प्राकृत संख्याओं के वर्गों, तथा घनों का 
योग अपनी प्रसिद्ध पुस्तक "आर्यभटीय”, जो लगभग 499 ई. में लिखी गई थी, में दिया। 
उन्होंने वां पद से आरम्भ, समान्तर अनुक्रम के # पदों के योग का सूत्र भी दिया। अन्य 
महान भारतीय गणितज्ञ ब्रह्मगुप्त (598 ई.), महावीर (850 ई.) तथा भास्कर (4-85 ई.), 
ने संख्याओं के वर्गों एवम्‌ घनों के योग पर विचार किया | एक दूसरे बिशिष्ट प्रकार का 
* अनुक्रम जो “फिबोनासी अनुक्रम” कहलाता है, जिसका आविष्कार इटली के महान 
गणितज्ञ लियोनार्डों फिबोनासी (!70-250 ई.) ने किया। इस अनुक्रम का गणित में 

. व्यापक उपयोग है। फ्रांस के गणितज्ञ 'फ्रांक्यायस विपटा' ((540-603 ई.) ने अनन्त 
गुणोत्तर श्रेणी की चर्चा की और इसके योग के लिए व्यापक व्यंजक भी दिया। सत्रहवीं 

: शताब्दी में श्रेणियों का वर्गीकरण हुआ। 67] ई. में जेम्स ग्रेगरी ने अनन्त अनुक्रमों की 
चर्चा की। बीजगणित्तीय तथा समुच्चय सिद्धान्तों के समुचित विकास के उपरान्त ही 
अनुक्रम तथा श्रेणियों से सम्बन्धित जानकारी अच्छे ढंग से प्रस्तुत हो सकी। 


त्रिकोणमितीय 


(00600300॥॥]70॥ एा३(ग08) ध 


9. भूमिका 


शब्द ट्रिगोनोमेट्री' की व्युत्पत्ति ग्रीक शब्दों 'ट्रिगोन' तथा 'मेट्रान' से हुई है तथा इसका अर्थ होता 
है "त्रिभुज की भुजाओं को मापना“ | इस विषय का विकास मूलतः त्रिभुजों से सम्बंधित ज्यामितीय 
समस्याओं को हल करने के लिए किया गया था। इसका अध्ययन समुद्री यात्राओं के कप्तानों, 
सर्वेयरों, जिन्हें नये भू-भागों का चित्र तैयार करना होता था तथा अभियन्ताओं आदि के द्वारा 
किया गया | वर्तमान समय में इसका उपयोग बहुत सारे क्षेत्रों यथा विज्ञान, भूकम्पशास्त्र, विद्युत 
सर्किट के डिजाइन तैयार करने, अणु की अवस्था को वर्णन करने, समुद्र में, आने वाले ज्वार 
(0०) .की ऊर्चाई के विषय में पूर्वानुमान लगाने में, सांगीतिक टोन का विश्लेषण करने, और 
दूसरे क्षेत्रों में होता है 


पिछली कक्षाओं में हमने न्‍्यून कोणों के त्रिकोणमितीय अनुपात के विषय में अध्ययन किया 
है जिसे समकोणीय त्रिभुजों की भुजाओं के अनुपात के रूप में बताया गया है। हमने 
त्रिकोणमितीय सर्वसमिकाओं तथा उनके त्रिकोणमितीय अनुपातों के अनुप्रयोगों को “ऊँचाई एवं 
दूरियाँ" के प्रश्नों को हल करने में किया है। इस अध्याय में हम त्रिकोणमितीय अनुपातों के 
सम्बधों का त्रिकोणमितीय फलनों (वृत्तीय फलनों) के रूप में व्यापकीकरण करेंगे तथा उनके 
गुणधर्मों का अध्ययन करेंगे | 


9.2 कोण | है 

एक कोण वह आकृति है जो एक किरण के, उसके प्रारम्भिक बिन्दु के परितः घूमने पर बनती 
है। किरण के घूर्णन की मूल स्थिति को प्रारम्भिक भुजा तथा घूर्णन के अन्तिम स्थिति को कोण 
की अन्तिम भुजा कहते हैं। घूर्णन बिन्दु को शीर्ष कहते हैं। यदि घूर्णन की दिशा वामावर्त है 


तो कोण धनात्मक कहलाता है: और यदि घूर्णन दक्षिणावर्त है तो कोण ऋणात्मक कहलाता है 
भकृति 9. देखिये | 
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प्रारम्भिक भुजा 
रा शीर्ष 0 हज + 
डक 
0 श 
शीर्ष प्रारम्भिक भुजा छ 
0) धनात्मक कोण (0) ऋणात्मक कोण 


आकृति 9. 


किसी कोण का माप घुमाव की वह मात्रा है जो भुजा को प्रारम्भिक स्थिति से अन्तिम 
स्थिति तक घुमाने पर प्राप्त होता है। कोण को मापने के लिये अनेक इकाईयाँ हैं। कोण की 
परिभाषा इसकी इकाई का संकेत देती है, उदाहरण के लिये प्रारम्भिक रेखा की स्थिति से एक 
पूर्ण घुमाव, आकृति 9.2 में दर्शाया गया है : 


प्रारम्भिक (फि-कलकत 7 + . 

0 जयाुआ 
आकृति 9.2 

. यह सर्ववा बड़े कोणों के लिये सुविधाजनक है। उदाहरणत्त: एक तेज गति से घूमने वाली पहिया 
द्वारा एक सेकण्ड में बनाये गये कोण की माप के लिए यह बहुत ही उपयोगी है। उदाहरणतः 
एक अभियन्ता पहिया के घुमाव के विषय में कह सकता है कि यह 900 परिक्रमा प्रति मिनट है। 
हम कोण के मापने की दो अन्य इकाईयों के विषय में बतायेगें जिनका सामान्यतः प्रयोग किया 
जाता है, ये डिग्रीमाप तथा रेडियन माप हैं। 


9.2. डिग्रीमाप 


हे 
यदि प्रारम्भिक भुजा से अन्तिम भुजा का घुमाव एक पूर्ण परिक्रमण का। उद्धव | भाग हो तो इस 
कोण का माप |" होता है। एक डिग्री को मिनट में तथा एक मिनट को सेकंड में विभाजित किया 
जाता है। एक डिग्री का साठवाँ भाग एक मिनट कहलाता है और इसे ।!'से लिखते हैं तथा एक 
मिनट का साठवाँ भाग एक सेकण्ड कहलाता है और इसे " से लिखते हैं। अर्थात्‌ 

]९ - 60' | 

॥।' » 60", 


कुछ कोण जिनका माप 80%", 270", 360", 420", - 30", - 420 हैं उन्हें आकृति 9.3 में 
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दर्शाया गया है : 


या 80" ४ 70" शक जा 60 ि 
७  अआ2 


सा हर 
- 420" 
3 पे ४ 
8 
रे है 
8 


आकृति 9.3 

9,2.2 रेडियन माप 
कोण को मापने के लिये एक दूसरी इकाई भी है जिसे रेडियन माप कहते हैं, जिसका 
उच्चगणित में विशिष्ट महत्व है| इस प्रणाली में माप की इकाई रेडियन है। एक कोण जिसका 
शीर्ष, वृत्त के केन्द्र पर है तथा जो वृत्त पर उसकी त्रिज्या के बराबर चाप काटता है, उसका 
माप एक रेडियन है। आकृति 9.4 में दो कोण दिखाये गये हैं जो क्रमशः | रेडियन तथा ! डर 
रेडियन माप के हैं। 

हम जानते हैं कि त्रिज्या +#के वृत्त की परिधि (७), 27 # होती है। अतः प्रारम्भिक भुजा का 


एक पूर्ण परिक्रमा केन्द्र पर < 





अर्थात्‌ 228 का कोण अन्तरित करती हैं। 


4; ६ 


आकृति 9.4 
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यह सर्वविदित है कि वृत्त के समान चाप केन्द्र पर समान कोण अन्तरित करते हैं। चूँकि , 
लम्बाई का चाप केन्द्र पर एक रेडियन का कोण अन्तरित करता है, इसलिए / लम्बाई का एक 
चाप केन्द्र पर नि रेडियन का कोण अन्तरित करेगा। अतः यदि एक वृत्त, जिसकी त्रिज्या +है, 
चाप की लम्बाई /त्था केन्द्र पर अन्तरित कोण 9 रेडियन है, तो हम पाते हैं कि 


हैक 
ख्ि 


9.2.3 डिग्री तथा रेडियन के मध्य सम्बन्ध 
चूँकि वृत्त केन्द्र पर एक कोण बनाता है जिसकी माप 2६ इकाई रेडियन में तथा 360 इकाई 
डिग्री में होती है, इसलिए 
27 रेडियन ८ 360", 
या 7 रेडियन 5 809 
उपर्युक्त सम्बन्ध हमें रेडियन को डिग्री तथा डिग्री को रेडियन में बदलने का सूत्र देते हैं। 


22 हे 
अत्त: % का निकटतम मान तर का उपयोग करके हम पाते हैं कि 


| रेडियन < (80 _ _ 57९ निकटतम 


पुनः (कान बा रेडियन < 0.0746 रेडियन निकटतम 


कुछ सामान्य (परिचित) कोणों के डिग्री माप तथा रेडियन माप के सम्बन्ध निम्न सारणी 
में दिये गए हैं : 








संकेतिक प्रचलन 


चूँकि कोणों की माप या तो डिग्री में या रेडियन में होती है, अतः प्रचलित परिपाटी के अनुसार 
जब हम कोण 9" लिखते हैं, हम समझते हैं कि कोण का माप 08 डिग्री है, तथा जब हम कोण 
3 लिखते हैं, तो इसका अर्थ है कि कोण का मापन $ रेडियन है। 


ध्यान दीजिये जब हम कोण को रेडियन माप में व्यक्त करते हैं तो प्रायः रेडियन लिखना 
छोड़ देते हैं। अर्थात 5 80* त्था न -45" लिखा जाता है। इसे हम इस विचार को ध्यान 
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में रखकर लिखते हैं कि ऐसे संबधों के वायें पक्ष में कोण की माप इकाई रेडियन है। अतः हम 
यह कह सकते हैं कि 

रेडियन माप < के » डिग्री माप 
डिग्री माप ८ सु » रेडियन माप 
उदाहरण ] उस वृत्त की त्रिज्या ज्ञात कीजिये जिसमें 45० का केन्द्रीय कोण परिधि पर 87 सेमी 


संकेत 22 
लम्बाई का चाप काटता है। ( हज 22) 


3] 457. १॥ | 
हल यहाँ 75 87 सेमी तथा 0 - गंगा 


अतः जे ह , के अनुसार हम पाते हैं 
#:-+ महा ॥6 सती 
7८ 
- 238 सेमी 


उदाहरण 2 एक ।0 सेमी त्रिज्या वाले वृत्त के उस चाप की लम्बाई बताइये जो केन्द्र पर 45 
का कोण बनाता है| 


7८ 


हल हम जानते हैं कि 45% »45 रेडियन - हा रेडियन 


> ]80 
का ही नं 
ः /#7950» शू 5 5 सेमी 


उदाहरण 3 एक घड़ी में मिनट की सुई .5 सेमी लम्बी है। इसकी नोक 50 मिनट में कितनी 
दूर जा सकती है? (संकेत 7: 5 3.4) 


हल चूँकि 60 मिनट में घड़ी की मिनट वाली सुई एक परिक्रमण पूरा करती है, अत: 50 मिनट 
में मिनट की सुई एक परिक्रमण का न भाग पूरा करती है या ्र रेडियन | इसलिये तय की 
गई वांछित दूरी 

! <“> /+/0 
].5 हि सेमी - > सेमी 


<ः 35% >> सेमी - 7.85 सेमी 
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उदाहरण 4 यदि दो वृत्तों के चापों की लम्बाई समान हो और वे अपने केन्द्र पर क्रमशः 75० 
तथा 20" का कोण बनाते हों, तो उनकी ब्रिज्याओं का अनुपात बताइये। 


हल माना वृत्तों की त्रिज्यायें क्रमशः #, तथा +; हों तो 


धर 7 ञा 
0 व 457९ ४ पह्ठ ऋऋएा5ड | रा रेडियन 
था 2 
तथा «89, 5 20"- नह ४20 ८ हर रेडियन 


माना कि चाप की लम्बाई / है, तो / ७ ॥0, - 7202, जिससे 
5. ँ2/ रे 225९0 
पढ ४5 जु ४ 7० अर्थात, च् 


इसलिये #»:7५ 5४: 5. 


प्रश्नावली 9.॥ 
4. दिये गये निम्नलिखित डिग्री माप के संगत रेडियन माप ज्ञात्त कीजिये। 
(0). 5% (॥) - 37९30 (9) 240९ (५) 5300, 


2. दिये गये निम्नलिखित रेडियन माप के संगत डिग्री माप ज्ञात कीजिये । 
3 
(09 # ) ऋ-थ | (४) स् (५) स्स 
3. एक पहिया एक मिनट में 360 परिकमण करता है तो एक सेकण्ड में कितने रेडियन माप का कोण 
बनाएगा? 


4. एक 22 सेमी चाप की लम्बाई वाला वृत्त जिसका व्यास 200 सेमी है, वृत्त के केन्द्र पर कितने डिग्री 


22 
माप का कोण बनाता है? धए« जे 


5. एक वृत्त, जिसका व्यास 40 सेमी उसकी एक जीवा 20 सेमी लम्बाई की है तो इसके संगत छोटे 
वाले चाप की लम्बाई ज्ञात कीजिए। 


6. यदि दो वृत्तों के समान लम्बाई वाले चाप अपने केन्द्रों पर कमशः 60" तथा 75" के कोण बनाते 
हों तो उनकी त्रिज्याओं का अनुपात ज्ञात कीजिए | 


7. 75 सेमी लम्बाई वाले एक दोलायमान दोलक का, एक सिरे से दूसरे सिरे तक दोलन करने से 
जो कोण बनता है, उसका रेडियन में माप ज्ञात कीजिए, जब कि उसके नोक द्वारा बनाये गये 
चाप की लम्बाई निम्न हैं : 


(0). 0 सेमी 0) ॥5 सेमी () 2| सेमी (॥< प्प प्रयुक्त कीजिए)। 
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पूर्व कक्षाओं में हमने न्‍्यून कोणों के त्रिकोणमितीय अनुपातों को समकोण त्रिभुज की भुजाओं के 
अनुपात के रूप में अध्ययन किया है। यदि »8८ एक समकोण त्रिभुज है जिसमें कोण (५8, 
8 डिग्री हैं तो हम परिभाषित करते हैं : 


५ 9 
8762 08 ५ शा 0 प्र 
॥5] 
न्‍ जे 
208४॥76 9 5 ०08 0 ८ के 
धाएशा 6 +>ँधा 0 ८ >- कह 
/3 साध हा गा 
ञः 
ए0ंशाएशां 9 5८ ०0.8 ८ हा 
५9) हि 


/ 
४९८३४ 0 5८ $8०८ 0 ८ पट ञ्ट 


आकृति 9.5 


/ 
८०08४8९८क॥॥४ 0 - 2082८ 8 ८ ञ हे 


अब हम किसी कोण के त्रिकोणमितीय अनुपात की परिभाषा को त्रिकोणमितीय फलन के 
रूप में विस्तरित करेगें । ः 
एक इकाई वृत्त (। इकाई त्रिज्या का वृत्त) लीजिए जिसका केन्द्र निर्देशांक अक्षों का मूल 
बिन्दु हो | 
मान लीजिये कि ९८५, 9) वृत्त पर कोई बिन्दु है तथा कोण ७07 « 9 रेडियन है 
(आकृति 9.6), तो हम परिभाषित करते हैं 
०08 9 ८ >> तैंथा 7 9 > 2 
चूँकि & 0४7 समकोण त्रिभुज है, इसलिए 
0५2 + श7?2 - 07? 
या &+;४< 
इस प्रकार वृत्त पर किसी भी बिन्दु ? (५, )) के लिये 
हम पाते हैं, कि 
2 + ७ >] 


या ७0320 + शा: 0 ८ | 
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वास्तविक संख्या रेखा पर विचार कीजिये जबकि शून्य & पर तथा धनात्मक दिशा #-अक्ष 
की ओर हो। यदि हम वास्तविक रेखा को इकाई वृत्त के अनुदिश वामावर्त (थ्ाांट००८ ए$०) 
दिशा में करें तो केन्द्र पर जो कोण बनेगा वह धनात्मक होगा और यदि हम दक्षिणावर्त (हठतः 
(४६८) दिशा में करें तो इस प्रकार केन्द्र पर जो कोण बनेगा, ऋणात्मक होगा। इकाई वृत्त पर 
किसी भी बिन्दु का # निर्देशांक ८०४ 6 तथा ५ निर्देशांक आ। 6 होगा। चूँकि हम वास्तविक रेखा 
को इकाई वृत्त के अनुदिश करते हैं, अतः त्रिकोणमितीय फलनों को वृत्तीय फलन भी कहते हैं। 

चूँकि एक पूर्ण परिक्रमा द्वारा वृत्त के केन्द्र पर आ; रेडियन का कोण अन्तरित होता है, 
इसलिए 

८४408 5 5, ४ 000 57, ४ ४005 5 

बिन्दु 6, 8, ९ तथा 9 के निर्देशांक क्रमशः (, 0), (0, ।), (-!, 0) तथा (0, -) हैं। 

इसलिए 


०05 0-८ | 80 0:5८ 0 

वर 
ः0््तु न) छा ठ 8 | 
008 77 5: - | 8॥ 77 5 0 
रे 2 | जाए _ | 
0 ठ 5 ) शा 9 उहह 


हम यह भी देखते हैं कि जब 8, 2६ के पूर्णाक गुणज में बढ़ता (या घटता) है तो 
ब्रिकोणमितीय फलनों के मानों मैं कोई परिवर्तन नहीं होता है, इस प्रकार 
8॥ (277:+ 0 ) 5 $ 0 
८08 (2 77+ 9 ) 5 ००8 9. 


पुन: #॥ 8-0 है यदि 8-0, + 70, + 2 ॥, + 34..., अर्थात्त, ५ 9, शून्य है यदि 6, 7 का 
पूर्णाक गुणज है तथा 
१० 3 5 

००४ 85८0, है यदि 8 उ*्क कफ कर्क ठः 
अर्थात (८०४०-0० जब 0, ठ का विषम गुणज हो। इस प्रकार 

#॥ 9-0 से प्राप्त होता है कि 8-#%, # कोई पूर्णाक है। 

०८०४ 9-0 से प्राप्त होता है कि 8-< (27 + [) 9 | कोई पूर्णांक है |. 
अब हम अन्य चार त्रिकोणमितीय फलनों को ॥॥८ तथा ८०५४॥6 के पदों में परिभाषित करते हैं : 


008९८ 9 - प्रह' 977. 7 पूर्णाक हे 
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] पूर्णाक 
$८० 8 >> पप्रम , 8 # (2॥+|) 5 | पूर्णाक है 
8 हे 6 # (20+] पूर्णाक है 
ता 95८5 6, कह (27+ 25 री 


08 0 
०006 ज्8: 0 77,707 पूर्णाक है 


हमने निम्नलिखित सर्वसमिकाओं का भी पूर्व कक्षाओं में अध्ययन किया है जो त्रिकोणमितीय 
अनुपातों के लिये सही थे और अब ये त्रिकोणमितीय फलनों के लिये भी सही हैं। ये हैं : 


87290 + ८0520 ८5 | 

]+ 9॥2< 0 - 86८: 6 

]+ ०0/ 6 5 008९०: 0 

8॥ (900?-- 0) -८< ९०९०४ ७, ८08 (90?--8) >> ॥॥9 
(0] (90?--0) 5 ९००09 ८००/(90?-- 0) +-< [४॥ 0 
8९९८ (90?-- 0) 5 ९०5९८ 9, ००४९८ (90?-- 0) 5८ ४९० 0 


पूर्व कक्षाओं में हम 30%, 45९ तथा 60 के त्रिकोणमितीय अनुपातों के मानों को ज्ञात कर 
चुके हैं। त्रिकोणमितीय फलनों का अध्ययन ठीक त्रिकोणमितीय अनुपातों जैसा ही है। हमारे पास 
निम्नलिखित सारणी है : 











| | 





























3 |अपरिभाषित 








9.3.] ऋणात्मक कोणों के लिये त्रिकोणमितीय फलनों के चिन्ह माना कि इकाई वृत्त पर 
? (५, ») कोई बिन्दु है, जिसका केन्द्र 0पर है, यथा “2७07-09, यदि ८0200 --8, तो 0 
के निर्देशांक (६,-3) होगें (आकृति 9.7) | इसलिये 
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005 (- 9) 5४5 ९05 0 
तथा 87 (-0)5:- ४८ - शा] 0 


चूँकि इकाई वृत्त के प्रत्येक बिन्दु (५ ») के लिये 
-< #ऋ <] तथा -] < »< ], अतः 9 के सभी मानों 
के लिये -& ८०४ 9 < । तथा -] < जरा 60 5 ] 
पिछली कक्षाओं से हमको ज्ञात है कि प्रथम चतुर्थाश 
में » और » दोनों धनात्मक हैं, दूसरे चतुर्थाश में 
+ ऋणात्मक तथा » धनात्मक हैं, तीसरे चतुर्थाश में 
» और » दोनों ऋणात्मक हैं, तथा चौथे चतुर्थाश में 
» धनात्मक तथा » ऋणात्मक हैं। अतः यदि कोण आकृति 9.7 

प्रथम तथा द्वितीय चतुर्थाश में हो तो ॥॥ 9 धनात्मक, तथा यदि तीसरे और चौथे चतुर्थाश में हो 
तो ऋणात्मक होता है। इसी प्रकार ८०४ 9 धनात्मक होता है यदि कोण पहले और चौथे चतुर्थाश 
में हो और ऋणात्मक होता है यदि कोण दूसरे तथा तीसरे चतुर्थाश में हो। इसी प्रकार अन्य 
त्रिकोणमितीय फलनों का चिन्ह विभिन्‍न चतुर्थाशों में पता किया जा सकता है। इसके लिए हमारे 
पास निम्नलिखित सारणी है: 





























प्रथम चतुर्थाश में जब कोण 6, 0 से ् की ओर बढ़ता है तो ॥॥ 0 भी 0 से । की ओर 
बढ़ता है दूसरे चतुर्थाश में जब6,> से 77 की ओर. बढ़ता है तो 80 6, ! से 0 की ओर घटता है। 
तीसरे चतुर्थाश में जब कोण +: से जा की ओर बढ़ता है तो ॥0 98, 0 से -] की ओर घटता जाता 


है में 3 है 
है। अन्त में जब कोण हा से 25 की ओर बढ़ता है ॥॥9,-] से 0 की ओर बढ़ता जाता है। इसी 
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प्रकार हम अन्य त्रिकोणमितीय फलनों के विषय में बिचार कर सकते हैं। वस्तुत: हमारे पास 
निम्न लिखित सारणी है : 

[ चतुर्थाश ग चतुर्थाश 

शक ।फपइ 
शा 0 से | की ओर बढ़ता है ] से 0 की ओर घटता है 
।सै)की ओर घटता है | 0से-[की ओर घटता है 


(050 


[७३ न गि 
(00 (से०की ओर बढ़ता है. | -० से 0 की ओर बढ़ता है 
मिलन लि लए कल तीस 
0 से-० की ओर घटता है 


९0) »से ) की ओर घटता है 
३0९0 ] से » की ओर बढ़ता है 


(0४००) | «से | की ओर घटता है ! से ०» वी ओर बढ़ता है 
2,  ििककि 2क अमिनन नाल जे जम अ जप ज मन लत 
















| चतुर्थाश [५ चतुर्थाश 

0से-! की ओर घटता है. | -! से) की ओर बढ़ता है 
-। से 0 की ओर बढ़ता है | 0से | की ओर बढ़ता है 
0 से ७» की ओर बढ़ता है. | -« से 0 की ओर बढ़ता है 
०से की ओर घटता है. | 0 सै-० की और घटता है 
-। से - ० की ओर घटता है से ] की ओर घटता है 
-० रो -! की ओर बढ़ता है | -। सै-० की ओर घटता है 


हे व 






































-० से -| की ओर बढ़ता है 

































टिप्पणी : उपर्युक्त सारणी में यह कथन कि अन्तराल 0<9 < नर में (॥ 9 का मान 0 से ०० (अनन्त) 


तक बढ़ता है का अर्थ है कि जैसे-जैसे 8 का मान अर की ओर अग्रसर होता है वैसे-वैसे (ध॥ 0 


का मान बहुत अधिक हो जाता है। इसी प्रकार जब हम यह कहते हैं कि ००४४० 9 का मान -] 
से - «० (ऋणात्मक अनन्त) तक चतुर्थ चतुर्थाश में घटता है तो इसका का अर्थ है कि जब 


96 । रड , शा ) अर्थात्‌ < 8 <27: है तब ०0४८० ७ बहुत बड़ा ऋणात्मक मान लेता है साधारणतया 


चिन्ह «० और -००, फलनों एवम्‌ चरों के विशेष प्रकार के व्यवहार को बताते हैं। 
हमने पूर्व कक्षाओं में त्रिकोणमितीय सर्वसमिकाओं के विषय में सीखा है। ये हैं 








' ] 
शा) 05 ----+-_+ , ९08 85----५ 
०05९० 9 82९0 8 
9 0 ००08 9 
ध] 0 -< है ०७06980-++--++५ 
०08 9 8४ 9 


8॥2 8 + ०0४४8 - , 

] + 7? 9 5 ४०८०2 9, 

] + ८076 + ०082९: 9. | 
इस प्रकार हम देखते हैं कि छः त्रिकोणमितीय फलनों में यदि मात्र एक ज्ञात हो तो अन्य 


का संख्यात्मक मान निकाला जा सकता है और उनके चिन्ह भी चतुर्थाश के अनुसार निश्चित 
किये जा सकते हैं । 
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उदाहरण 5 यदि ८0 09 ८ -5 हो और 8 द्वितीय चतुर्थाश में स्थित है, तो अन्य पाँच 
त्रिकोणमितीय फलनों को ज्ञात कीजिये । 


हल चूँकि ०७ 9 5 - दर है, हम पाते हैं कि 
__ 
शत) 68 ८ ८ ठ 
न रे ५ 25 69 
अब 52050 - | +97:09 या ४९०८७ ८-८ | + बब क्‍द्व 
(3 
अतः 800 0 5 + मर 


चूँकि 8 दूसरे चतुर्थाश में है, ६5०८ 9 का मान ऋणात्मक होगा। इसीलिये 


3 
४880० 0 ८ “यठ*ः 
इससे यह भी प्राप्त होता है कि 
42 
९08 9 जठ 
पुन: हम पाते हैं 
5 8 2 5 
हा। 6 5 या 9 ०008 0 ८ ्पठ ) »< दादा )क ] 
ध )3 
0९08९८ 8 < ज्ाह 5: 


9,3.2 त्रिकोणमितीय फलनों का प्रान्त एवं परिसर 97० तथा ८०झ४॥० फलन की परिणाषा से 
हम यह पाते हैं कि वे सभी वास्तविक संख्याओं के लिये परिभाषित हैं। पुनः हम यह भी पाते हैं 
कि प्रत्येक वास्तविक संख्या £ के लिये 

ना < शाज < | तथा - < ८058 &% < | 


अतः ४ > भा। # तेथा »5 ००६ » का प्रान्त सभी वास्तविक संख्याओं का समुच्चय है तथा परिसर 
अन्तराल [-,], अर्थात -।< » <।| है। 





चूँकि [ 
चूँकि ९०88९ ५ + पात्र * 2 ००४९० ७ का ब्रान्त, समुच्चय (४: < € रे तथा & रू #70, # 


पूर्णाक है) तथा परिसर » > ] या » € - है। इसी प्रकार »< 5०० » का प्रान्त, समुच्चय 


(५ :><रे और # ू (20 + ।) 5, # पूर्णाक) तथा परिसर समुच्चय (४:४ & ॥१,५<-। या 
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डे ) है । »- धार का ब्रान्त, समुच्चय [४:४6 २ तथा ४ €& (20+ !) हे क। पूर्णाक ) तथा 
परिसर सभी वास्तविक संख्याओं का समुच्चय है | /> ००४० का प्रान्त, समुच्चय (४: ० € [ तथा 
_ » # #7, ४ पूर्णाक) है। तथा परिसर सभी वास्तविक संख्यायें हैं। 

9.3.3 आवर्तिक फलन त्रिकोणमितीय फलनों का आवर्तिक होना एक बहुत ही महत्वपूर्ण गुण है | 
एक फलन / आवर्तिक कहा जाता है, यदि एक वास्तविक संख्या "'> 0 ऐसी हो कि सभी » के 
लिए /(४+') 5/ (0) है। यदि एक फलन / एक आवर्तिक फलन है तथा '' एक ऐसा न्यूनतम 
शून्येत्तर मान ('> 0) प्राप्त है कि » के सभी मानों के लिए /(६+') +/(90 हो तो '' आवर्तिक 
फलन का आवर्त काल कहलाता है | हम फलनों के आवर्तिक होने के विषय में निम्नलिखित प्रमेय 
बिना उपपत्ति के देते हैं : 


प्रमेय । यदि /(४) एक आवर्तिक फलन है जिसका आर्वत्तन काल '' है तो /(४४+ 9), ० > 0 एक 


आवर्तिक फलन है जिसका आर्वत्तन काल हि है। 

हम पहले ही देख चुके हैं कि 

8॥ ( 0+ 270) 5५ श। 0 

तथा 008 (9+270) 5 008 0, 

इस प्रकार आ॥ 9 तथा ००५ 9 आवर्तिक फलन हैं। यह आसानी से देखा जा सकता है कि 
8४॥ 9 और ००४ 9 का आवर्त काल 2% है | बाद में हम देखेंगे कि (॥]9 का आवर्त काल # है। यह 
एक रोचक बात है कि सभी ॥' > 0 के लिये एक अचर फलन / आवर्तिक फलन है क्योंकि 
/(४+ ]) 5/ (0) | क्योंकि १'> 0 का कोई न्यूनतम मान नहीं है, जिसके लिये यह सम्बन्ध मान्य 
है। अतः अचर फलन का कोई आवर्त काल नहीं होता है। 


त्रिकोणमितीय फलनों का आवर्तिक गुण, 9 के बड़े मानों के लिए ऐसे फलनों का मान 
निकालने में सहायक होते हैं। उदाहरणतः 


. 37, .  ., नि . व. ४3 
आज्बु च्था ( 0 477 + डे )न भा 2 पक 


९08 (-20707?) 5 ००४ (-2070? + 6 » 360?) ४ ०08 907 < 0. 


शा (८ पता ) 5 शशि] (-0ा - ड )-+ शा! ( - न्‍ )5- शा ८-5 
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, प्रश्नावली १.2 
निम्नलिखित प्रश्नों में पाँच अन्य त्रिकोणमितीय फलनों का मान निकालिये : 


]. ००8४8 5८- नर , 9 तीसरे चतुर्थाश में स्थित है। 
2, आओ 8- दर , 9 दूसरे चतुर्थाश में स्थित है | 
3, (2॥0- पर ,0 तीसरे चतुर्थाश में स्थित है। 


4. ४९०१ ८ स , 0 चतुर्थ चतुर्थाश में स्थित है। 


निम्नलिखित त्रिकोणमितीय फलनों का मान ज्ञात कीजिये : 
5. 8॥ 7650, 
6. 005९८ (-4[0") 


7. शा 25 


3 


9॥ 
$. ०0 ( नल जय ) 


9.4 योग और अन्तर के त्रिकोणमित्तीय फलन 
इस भाग में हम दो सख्याओं (कोणों) के योग एवं अन्तर के लिए त्रिकोणमितीय फलन 
निकालेंगे। इस संबंध में इन मूल परिणामों को हम त्रिकोणमितीय सर्वसमिकाएं कहेंगे। अनुभाग 
9.3. में हमने दो मूल परिणामों को सिद्ध किया है, यथा 

4, थ(-9)5- आआ 0, तथा 

2. ९०४ (-9) ८ ९०६ 9 
अब हम कुछ और परिणाम सिद्ध करेंगे : 

3... ९०5 (9+५) 5 ९०5 0 ९05 ५ - शा 0 आ। 

इकाई वृत्त पर विचार कीजिये, जिसका केन्द्र मूल बिन्दु पर हो। आकृति 9.8 को 
देखिये। माना कि कोण 9,07, , 8 तथा कोण ९०९, , 9 है तो कोण ए,07,, (9 + ९) होगा। 
पुन: माना कोण 7,070, ,-$ है। अतः 9, ?,, ९५, तथा 7,के निर्देशांक ए, (००४ 6, आ। 0), 
?, [००४ (9 + ९), ॥॥ (9 + ९)], ९, [००४ (- 0), आ॥ (-५)] तथा ए, (, 0) होगें। 


त्रिभुजों 7.07, तथा ९,07, पर विचार कीजिये। वे सर्वांगसम हैं (क्यों?) | इसलिये ए,९; 
और 7,९, बराबर हैं। 
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९4 





दूरी सूत्र» का उपयोग करने पर : 


शा - 
इतः फल 
चूँकि ९९, - 


[0०09 9 - ००४( - $)]? + [आ॥ 9 - शा! (-५]£ 
(९००8 9 -- ०05 ९)7 + (आ॥। 9 + आ॥ ९)? 

[००४ (- ९) 5 ००४ 0 तथा जा (- 9) 5- »॥ ९ का प्रयोग करने पर] 
८082 8 + ०057 ( -2 005 8 ८08 $ + आ॥2 8 +झ270 +2थ_॥व 9 आं। ४ 
2-2 (०08 0 ०08 ९१ -> शा। 6 आ॥ (९) (क्यों?) 

[[ - ००४ (9+ ९)]? + [ 0 - ॥॥ (9 + $)|* 

।-2 ००४ (9 + 0) + ००52(9 + ५) + ४॥2 (6 + $) 
2-2 ००४ (9 + ५). ह 
?,९,, हम पाते हैं : 77.2 - 7,7,. 


इसलिये... 2-2 (०0४ 9 ००8 $ - था। 9 आं॥ ५) 5 2-2 ००४ (0 कफ). 
अतः 008 (6+ ९) 5 ००8 8 ०05 0 - भा] 0 था $ . 


4, ९०0०5 (6-0) 5८ ००५ 8 ८0४ ९ + शं॥ 6 ४॥ ९ 
सर्वसमिका 3 में $ के स्थान पर - 0 रखने पर 
००05 (9 - ९) 5८ ९०08 9 005 (- 0) - था। 9 ४॥ (- ९) 
या ००४ (9-९) 5 ०08 9 ००४ ९ + ध॥ 9 शा! 0. 


* यदि 9 ; (७, ») तथा 0: (६, ».) हैं, तब 70१८ (७, -5)? + 0५-97 
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१ | 
5... ९० (3-2) 5 भा 


सर्वसमिका (4)में यदि 6 के स्थान पर न तथा 0 के स्थान पर » रखें तो हम पाते हैं 


६7 पर 2३६ 78, 
005 ( शा 3) 5 008 उठ ००8५ + शा भी + 


१(+ ३ 
005 ( छः 2) रू शा) 2. 


6... थांा (3-< )-८ ९0६५४ 
सर्वसमिका 5 का उपयोग करने पर हम पाते हैं : 
झं (ज ८ + ०० (5 -(5 5») 
न 0098. 
7, हछांह (9+0 ) ८ शं) 0 ९००5 ९ + ९05 9 0 
हम जानते हैं कि 


आ॥ (06 + 0) ०08 ई >र - (9+ ९)) 


+ ०० (5 -0)-१) 


जज 008 ( ञ -+ 0) 005 १+ 8 ( तर -09)थ,॥7 ५ 
हू था 6 008 ९+ ०08 0 था $ 
है. था (9-90) 5 शा 9 ९05 ९१ - ०05 9 शा 
यदि हम सर्वसमिका 7 में $ के स्थान पर -0 रखें तो हम उपरोक्त परिणाम पाते हैं। 


9. 90तथा 0 के उपयुक्त मानों को सर्वसमिकाओं 3, 4, 7 तथा 8 में रखने पर हम 
सरलता से निम्न परिणाम निकाल सकते हैं : 


००४ (3+« )८-जशांत 5 कं। (2 +>) > 005५ 
005 ( 77-53) ८ +- ९05 ४ शा (77- 5) 5 शा 5 
00०६५ (77 + ४) ८ -- ९05 5 था) (77 +) 5 - शा 5 
९05 ( 240 - ४) 5८ ९८05 ९ शा। ( 2॥7- ४) ८ + शां। २ 


इसी प्रकार के संगत परिणाम (हा .६, ००.६, ६८० ४ एवं 2086० £ के लिए ञ्ञा। £ तथा ८०8५ 


के फलनों के परिणामों से आसानी से निकाले जा सकते हैं। 
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0. यदि 9और 0 तथा (9+0) में से कोई ञ का विषम गुणांक नहीं है तो, 


'क्षा3 0 + 2 ९ 
था] (9+0) व-ंश्ा 0 का ९ 


चूँकि 6, $ तथा (8+ ५) में से कोई भी पा का विषम गुणांक नहीं है इसलिए 


०८०8 98 ०05 ५४0 तथा ००४ (6 + ९) # 0 हैं । अब 
2(9+0%) 
धा (9+ 0) ८ न्ग्छ9) 


8॥]06 ९०05 0 + ०050 शं॥% 
+ 2८0860080-8॥099॥0 : 


अंश और हर को ८05 8 ००5 $ से विभाजित करने पर हम पाते हैं 


&॥ 8०08 0 _ ०0808॥ ९ 
_ 0०0०80008 ९ ०0०50 0050 
38280 / छ ८08 0८05 0 _ आ॥ 9 8 0 
0०059008 ९.९. ००8 9 ०058 ९ 
(880 + (90 
+ | _][ध१09[0॥ * 
_ [वा 8+थ7 
0. ४७७ (9-९) ]+श्ना 9स्‍श्षा 0 
यदि सर्वसमिका 0 में $ के स्थान -0 रखें तो हम पाते हैं: 
(धा (9-0) 5 थ॥ [9+ (-0)] 
ध 0 + 4 (-() 
> ] धंधा 0[थ॥ (-) 
8 0 - (थ॥ 
+ [+[शत09॥0' 


42. यदि 6, ७ तथा (9+0) में से कोई भी कोण % का गुणांक नहीं है, तो 


_९000८00९-॥ 
32332 520 ९एण.९१+००७ 


चूँकि 6, $ तथा (9 + ९) कोणों में से कोई भी +% का गुणांक नहीं है इसलिए 
शा। 9 आ। १ # 0 तथा ॥॥ (9+ ५) #0 हैं। अब 
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५८05 (9+ ९) 

877 (9+ +) 
०0०8 9 ८05 $ >+ ॥ 9 घाए $ 
छा 9 205 कै + ०05 9 8॥ $ * 


अंश और हर को 5४7 9 5४7 के से विभाजित करने पर हम पाते हैं : 
९०59९08 ए _ 80 9 &॥ ९ 
डछ0 857 0 था 0 धग $ 
8 08208 # ०08 08 छा7 0 
8) 8873 # 595 88॥7 $ 
०000 020: 9० -। 
त 2८0:60+0०009 : 


_९०९०:.6८0०04 0 +॥. 

5: 27000 50 0 ९०५; -- ०८०६ 6 
सर्वसमिका 2 में यदि हम ७ के स्थान -9 रखें तो, पाते हैं : 
८00८0 (-- ५) -[ 

००५ (- ५) + ०८००६ 8 

-0०0०00८0%-॥] 

-0000+८ ०20: 0 

०0.02८0%0+। 

०८0०0 ९१ - ०0+ 6 


उदाहरण 6 सिद्ध कीजिये कि 


०0 (9+ $) - 


20. (9+ ९) + 


८0 (9-९) < 


66: पर ५. जाए 4 थ; 
[3 05 ठु घट वः बडा] न्द्। फू ० हक च्] 
हल हम पाते हैं 
बायाँ पक्ष - [3 ९05 --: ४९० --- +- 47 ््। श्र 05 247 
5 । ><--- >€ 2 -- 457(77 -- --) »< ।] 
स. 3-4 ज>ः 
हा ह 
] 
च्5 -- 4 »८ --- 
का 


4 - दायाँ पक्ष 
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उदाहरण 7 ००४ 5? तथा ८०५ 75" का मान ज्ञात कीजिये। 


हल हम पाते हैं 
208 457 
पुनः ७08 75९ 


उदाहरण 8 (थव गा 


हल हम पाते हैं 


2 
0---- 


2 


005 (45? - 307) 


८0०8 457 ८08 307 + ४7 457 ह॥ 30९ 





का, 
४2 2 ४2 2 
४3+] 
22 


०८०5 (457? + 307) 


०08 457 ८058 30? - ४॥ 457 8॥ 30? 


हक आल 8 
2५. अब 
2२2 ' 


का मान ज्ञात कीजिये | 


4६ 
वा (0 + वठ् ) 


7 
ध्ा ]3 
7. 7८ 
था] ( >> - 2 
2 
१॥4 


4 
शा -- +" शी >> 
4. 6 


है। 47 
]+[धा] -> था) -> 
4 6 


अर 


३ 
]+ रा 
3 
४3-] 


का 





9255/4% 
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उदाहरण 9 दिखाइये कि 


हल 


5 
१8 


7 707? 508 07९ --- 205 70? 587 40? -- 


सर्वसमिका 
7 09 205 ९१ -- ८05 8 आए फ रू डाए (9 -- ५) 
में 6-70? तथा $ 5 0? रखने पर हम पाते हैं 
झंग 70? 205 ]0९ -- 605 70९ गत 407? - हा (70? -- [ 07%) 


3 


87] 6()0? -- का 


उदाहरण व0 सिद्ध कीजिये 


०208 057९ + ८08 ]57 -- ४7775? --- ड॥ 57., 


हल हम पाते हैं 


बायाँ पक्ष 205 057 + ८05 457 
ना 0208 (907 + 457?) + ००5 (907 -. 757) 


पजू. “ 87 ]57 + छ॥] 757 


॥ 


व... गत 757 -- &ं।॥ 57 - दायाँ पक्ष 


उदाहरण 7] सिद्ध कीजिये : 


8] (७+ 9) _ था >+ धा) ७ 
8 (-- 9). शा] ४- ता) 9 


हल हम पाते हैं 


&7॥ (&+ ») 


बायाँ पक्ष जा) 


॥ 


8 ४ 205 #+ 0०05 ऋ डा0 9 
ह8ांगरा 5 205 >-- ०05 & 87 % 


अंश और हर को ८05 £ ८05 » से विभाजित करने पर, हम पाते हैं: . 


धा ४ + ध्वा 9७ 


आया पद हा धाएइयफ हर 


- दायाँ पक्ष 
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3 हैं. जहाँ में हों 
उदाहरण 42 यदि शा।8 5 < , ००४९ ८- प , जहाँ 8 तथा 0 द्वितीय चतुर्थाश में स्थित हों 
तो ॥॥ (9+ 0) का मान ज्ञात कीजिये। 


हल हम जानते हैं कि ह 
आ। (9+ $) 5 था। 96 ००8 ९ + ०08 0 शा। () 


9 6 
अब ४20 - |] - की।20 - [ -_-. _ -7 
अब ८0820 - ] - 872 8 - [ ठ््त्ठद 
4 
इसलिये ०08 8 ८ ध्त 


चूँकि 6 ट्वितीय चतुर्थाश में स्थित है अतः ००५४ 9 ऋणात्मक है 
इसलिए ७०४9 ८ - डर ह 


]44.. 25 


2 38662 
अब 87% ८ | >- ०0820 ८ |! 69 " उठ 


5 
अः -- 
र्थात 80 द 


चूँकि $ द्वितीय चतुर्थांश में स्थित है, ॥॥ $ धनात्मक है, इसलिये झा $ >-> है| झा) 9 
था। ५, ०0४ 0 तथा ००४ 0 का मान (]) में रखने पर हम पाते हैं 


आ। (9+९) 5२२८ की द 
->__320 20 __326 
/ 65 65. 65 


उदाहरण 43 दिखाइये 

९0 200 22-०0 25% ०00 32- 60 35 ०0% - [ 
हल हम जानते हैं कि 35- 2%+ » 
इसलिये. ००3४८ ८० (2. + ») 


0022 ८0 +>»%-॥] 


०0 3 ८ 
है ह ९०% + 00 2४ 


या 2०0 35 ८0 ४+ ०० 35 ०0 25 - ८0 2.0 ८00 ४ - ] 


या ९0% 20 22% -- ०0 25% ०00 3४- ०00 3४ ८0 # ८ | 
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प्रश्नावली 9.3 

सिद्ध कीजिये : 

. आन न ००४ >> न पट तर न्द्र के 

2. 2रहा। हज + 0052८ हूं ट0डः श्र तच्ः्0, 

3... ३८055 श्र +॑ 560 प्र + उा्षा। 7 न जि दि दे 

4. ९०. ने 20$2८ न्ट के उीधा सा ४] 

85... 28॥ ्रं + 2005 ता + 2560* ज चत्व0. 
दिखाइये कि: 


6... ००658 707 ८05 07 + शा 70? ध। 07९ - ह 


7. ०08 30? ८205 407 + 7 4307 80 40? <- 0 
8. था (40? + 6) ८०५४ (0? + 8) - ००६४ (40? + 8) ७४0 (0? + 6) ८ तर 
! 
9, ४37 057 + ०05 405९ - नर. 
४2 

40. सिद्ध कीजिये कि 

०058 ( तर - 9) ९०0०5 ( जे - ९) - शा ( तर -9)»&॥ ( हि - +$) 5 &॥ (9 + ९) 
4. सिद्ध कीजिये : 

7 
प्धा प्य्ू + 2) ही (! 5 ऐ 
[- था] 


धया (यू >>») 
निम्नलिखित को सिद्ध कीजिये : 


0००08 (77 + 9) ०08 (-- 9) 


42. न्‍ः ०07 9 


5877 (7६ -- 8) ८08 हे 08 ] 


43. ८0886 + | (270?+6) - शत (2707-86) + ८0०5 (80-+0)- 0 
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4. ््श्‌ज +ः 0 (277 ्क॑ 9) [का (हे -- 0)+ ०्णा (27 न ०)| न्‍| 


]5, ह। (॥+ |) 5 थी। (#॥+ 2) 3 + ९08 (7+ ) 3 008 (#+ 2) 2८ ९08 २ 
6. निम्न मान ज्ञात कीजिये : 

().. ००४ 207 

(0). झा 225% 

(॥) ५ 330% 

(9५) ०० (-352). 
7. ॥४8 (०+ 3) का मान ज्ञात कीजिये जबकि दिया है 


] £॥/ 5 [(/ 
०0०८ 5 + ९८६ (77, ऊ)2 तथा ४९९ 9 तप 36 ( जट 70) 


5.5 अपवर्त्य (शण(9७) एंव उपअपवर्त्य (६ए0)्रण5छ0०) कोणों के त्रिकोणमितीय फलन 


इस अनुभाग में हम अपवर्त्य तथा उपअपवर्त्य संख्याओं के त्रिकोणमितीय फलनों का अध्ययन 
करेंगे | संख्याओं के योग के सूत्र का उपयोग करते हुए हम अपवर्त्य तथा उपअपवर्त्य संख्याओं 
की सर्वसमिकाओं को ज्ञात करेंगे। 


4, 205 20 ८ ९०052 & - शा।25 


८05 2४ 5 --2 धं॥2 5 या 2 भा।*६ ८ [- ८००६ 2४ 
९०5 25 ८ 2 205४2 & -ा या 20८९०52 ४ ८ + 005 2४2 
हम जानते हैं कि ह 


०08 ( 6+ 9) 5८ 005 8 ०05 १ - भा) 6 आ॥ ९. 
9 तथा $ के स्थान पर » रखने पर, हम पाते हैं : 
008 (+ 9) ८ 008 ४ 005 ४- शा। 5 भा। | 
या ०0825. ८ ९00822-शआंएः 2 , 
-..]+- आए? ह€- शी # 
+ ]-2 शा77 
पुनः 60825... 5८. 0087 2 - शांत? 
- ८082%-(|- ००0४? 20 


व 26087 5- 
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5. छ४ांगा 2 ८ च  > बात ज ९05 


हम देखते हैं &ं। ( 6 + $) - 87 6 ०05 $ + ०05 0 श7 $ 
6 तथा $ के स्थान पर £ रखने पर, हम पाते हैं 


था (& + >) + जा % 205 ६ + ०08 5 था 5 


या छाए 2  -- 2 डा] ६४ 208 ४ 
बढ 90 5525 2च्ना ८ 
हर ]- 7 5 
हम जानते हैं कि 


(8 0 + (80 0 
]- वा 9 थ्या 


8 तथा $ के स्थान पर «& रखने पर हम पाते हैं : 


7 (9 + ९) ८ 


धा) झ + धिा) २ 


।9: +- कं दनपिापिपफ/णफप-जज 
2, ]--था >च्वा 5 
2च्ता 0 
या छोी 2 ४ >ा्प्र८ 
[-ा! ६ 
47. डांगत 3 5 ८ 3 990  - 4 डा? ४ 
हम पाते हैं : 
हत 3 ८ रू था] (2 ४ + 0) 


न्‍न. 8 2.6 205 ४ + ०05 2 5 890 5 


2 हांत | ०208 5 205 5 + ([ - 2 शां72 ४ ) धात 


2 थी 5 ( ] -- &॥2 |) + छत] | -- 2 हरे & 


2 शो] 5 -+ 2 डोर ७४ + शा] :- 2 होता 
ज 3 97 ४-4 श्ञा) >, 

48. ८०5 3 ४ 5 4 2053 ६४ -- 3 ८05 

हम पाते हैं : 


०९05 3 5 


०08 (2 ८ + 2) 


सा 008 2 ६०05 ८ - गा 2 5 छा 5 


॥ 


(2 0052 > - व) ८०05 5 -> 2. ४75 ०८08 > जात 5 
(2 ८052 ४- ]) ८05 5 - 2. ०05 ४ ( [ -- 2082 >») 
>>. 2 0087 ८&- ०05 ४ - 2 ८08 >+ 2 ०0587 

>.. 4. 20687 5-3 ८05 >. 


3[शा *- [वा 5 


शा उेड ८ 
9, ]-3[क्वा 5 
हम पाते हैं : 
दा 3 5 छा (2%+ 2) 


धा 25+ [व 5 
]-[ध्ा 2 + ध॥। 
2ध्षाक 
जा-+प्र-+ [] ४ 

]- 8 
। 2व्या 5, ध्वाओ 
][- शा? 5 
2ध्ाड के था 5४ - ध्वा 
[- वा ४-2 
उाध्षा ४ - शा 5 
-3 (६77 + 








+ ली 
20, (0). ९0०४४ + ९08 9 5 2 ९05 पट ८05 धन्य 








2 2 
ध) ९055 -- ०08 9 ८ -- 2 धांता के स्का हि [)॥॥। हर स्का रे 
हम जानते हैं कि 
208 (9+ ९) 5८ ०08 0 ०08 ५ - भा 9 आ। $ 
तथा ००8 (0-९) - ००४ 0 ०08 ९ + शा 6 शा ९ 


() तथा (2) को जोड़ने तथा (]) में से (2) को घटाने पर 

८08 ( 6+ 9) + ००४ (0-0) 52 ००४ 9 ००४ ( 
तथा ०08 ( 9+ ९) -+ ०08 (9-५) 5- 2 शा। 0 आ॥ ( 
माना कि&59+ 0 तथा » 5 9-0 हैं। इसलिये 


मय 04५ और _ 2-9 
05“ 5 और 0-८ हर 


(3) तथा (4) में 8 तथा १ का मान रखने पर हम पाते हैं 




















४+9  #ऋ- 
नन्टे 8 
९08 &+ ०08 # 52008 >> ०७४ हर 
तथा ९08 :४-- 008 #5- 2 शांत लता आल 
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(() 
(2) 


(3) 
(4) 


272 गणित 














न ली 
2. (४) शा।ड +धं] 9 5 2 शं। तर हा ९05 ठ 5 
न जप, 
() शा ४-आं। 9 5८ 2 205 हर ठ हा शा मर ठर हु 
हम जानते हैं कि 
87 (9+ ९) 5 शा। 0 2०05 ९१ + ०08 0 ध॥ 
तथा 8 (9- ९) 5८ भा 0 ०058 ९ - ८08 9 शा! 0. 


(5) तथा (6) को जोड़ने तथा (5) में से (6) को घटाने पर हम पाते हैं: 


श॥ (9+ 0) + आ॥ (8-$) 5८ 2 शा 0 ०08 0 
तथा था। (0+ ९) - भआ। (9-0) 5 2 ०05 0 श7॥ ९. 


माना कि559+ 0 तथा » «9-0 हैं। इसलिये _ 
8५ न ! और 0 2 7) 

















7 9] 
(7) तथा (8) में 8 तथा १ का मान रखने पर हम पाते हैं 
| ५ 2 2 2 2 तक 668 7 
॥0 ४ + शा] ॥ <& 2धा ठ 058 ठ 
तथा शी) ४ - शा] » ८ 2 0058 न जो ध्ा। जज 


टिप्पणी : सर्वसमिकाओं (20) तथा (2) से हम निम्न परिणाम पाते हैं : 


().. 2008 0 ००५ ९ 5 ००५ (6 + 0) + ००५ (9-0) 

(7) ->2 शत 9 था। १ 5८ ००५ (9+ ९) - ००५ (9- ९) 

() 29॥ं॥ 6 ८०5 $ 5 शा। (8 + 0) + शं। (9- ९) 

(५) 2005 9 था। ९ 5 ज। (9+ ९)- आ॥ (9- ९). 
उदाहरण व4 सिद्ध कीजिये 


| पे #*/ 
०08 24% - आय . 
[+[ध्रा 
हल हम पाते हैं : 
। [- आ। 2 | 
पे ___(८05 ४ ४ 2८08 ४- छ [4 
दाया पक्ष :त्चतत लता का लक ल्ऊ 
ग [+ 7 जे 008 >क+ शा» 
2087: 


008 ४-87 ४-००४ 2 »- बायाँ पक्ष 


(3) 
(0) 


(7) 
(8) 
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उदाहरण 45 सिद्ध कीजिये कि 


०72 20 २ 
शी] 2.0 न प्र ए 
[+श्था 
हल हम पाते हैं : 
रे 297 2 शा 
दाग्ा प्रद् ७ जल जता 
[+ वा »% 586९ » 


ड़ 2 
28 > 0057 #% 
005 % 


ष्ह्‌ 2 थं॥ & ०08 ४ 5 भा 2 £ ० बायाँ पक्ष 


कीजिये हि शा क 4 
उदाहरण 6 सिद्ध क॑ करत 32 


हल हम पाते हैं : 


2 झा हर 
है अंत 5 भा) 3 ००४2 
बायीं पक्ष ८ 55 रछ "+>->ल€ँु&६ 
]+0००$ » 22 
2005 ठ 


2४ 
झा] -- भर है 
बट कल शा द< ऊ छाया पक्ष 


०08 - न्‍ 
2 





0085 ४ + ०08 3 
कीजिये &:* (जमाना अप>मअ- मनन बेल अ ८ कक नमन पटक कप ० डिनर ५ 
उदाहरण ॥7 सिद्ध कीजिये : काउड>-आउड 


हल 20 6) तथा 260) सर्वसमिकाओं का उपयोग करने पर, हम पाते हैं 


०८08 5 ४+ ०083 % 
8॥ 5 :- ४॥ 3 | 


बायाँ पक्ष 


52%+ 35% 588६ 55-32 
2, / 
52+35% . 55-3>% 

08 था हज 


2008 





2८ 


- 2९ ..८०६%- दायाँ पक्ष 
ब्ताऊ 
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उदाहरण 8 सिद्ध कीजिये : 


0 98 है कं 50 
८058 2 0 ९०५ मत 005 3 6 ८05 जनक 850 ञ्ञा 5: 


हल हम पाते हैं : 


9 998 
(2008 2 0 008 ८5 - 2008 -द- ०05 39] 


बाया पक्ष ठ ठ 


०) "-+ ०]»-+ ४०]०+ ४७०।|७-+ 


6 8 6 98 90 
[००४ (20 + ठ )+ 008 (20 छठ )- 008 ( ऊा+ 30) - ००४ ( जन 30)] 


5 
[005 ठ + 005 ता 008 ठठाः 009 ठ 


50 _ 05९ 
[ ९०08 ठ 7००४-5 ] 


56 ,59] [58 _56 
कि -29 हद गा औ#लद्वा+ 


१>| -+ 


55 50 ४ 
व +आ350आथा। जे )-"शा 5 6 शा जात दाया पक्ष. 


उदाहरण 49 (थ॥ 22? 30 का मान ज्ञात कीजिये। 
हल मान लीजिए 8- 227 30' 


तो 20 - 45०, 
ते 25 2970 
हा7 ४ 7 |] ]_ 0 
2 22730 
या व 457९ <- पक 


।-क्ा 22730 


मान लीजिए & > था 220 30, तब - 5 या ४ + 2 |- ] - 0. 
| स्पा ४ 


इसलिये... ४< न र-]+०2.. 
चूँकि 22९ 30” एक न्यून कोण है, ५ < (22% 30' धनात्मक है। अतः 


वध 22730 - 2 - | 
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४ 8।| 


3 हु है 
उदाहरण 20 यदि (छा #% < जग 55 79 तो आंत उ3 पथा ००४० का मान ज्ञात कीजिये | 


2 2 


चूँकि 377 
हल आह 05 इसलिए ००४ » ऋणात्मक है। 


पुनः 
इसलिये 


अब 


इसलिये 


अब 


इसलिये 
या 

पुनः 
इसलिये 


या 


नो घनात्मक था ह 
आं। 2 धनात् होगा तथा ००05 5 ऋणात्मक होगा | 


3९०८४ ४ 5८ + शा? ५ 
8 5 
5 :+पृद्व ” १८6 
6 4 क्यों 
०082 £& - तु या, ०058 & ८ लन्ड (क्यो?) 
2 का 5 
2 जा ठचः - ९०08 5 
4. 9 
->- ॥। ्य ह्डः हर 
पट 2 
आठ न पृह 
200 _32_ क्यों? 
भा। चर गह ( ?) 
230 /0ह दि 8 
2 005 ठ्ः [+ 008 %८ | डुतड 
2 __ 
पल 205 770] 
४ ] क्यों 
०08 ८. -& +ऊ्तः १ 


प्रश्नावली 9.4 


निम्न सर्वसमिकाओं को सिद्ध कीजिये : 


]. आ॥ (50? + 5) + &0 (507 - >) ८ ९०08 5. 


2, . ९058 तय + 2) - ००४ ( न ->)5- २2 आ। 5. 


3, ८०४ ( हा + 3) + 005 ( प्र ->>) 5 2 ००४ >. 


4, ग्री25+ 2 जया 4 # + हगत 6 5 रू 4 0052 % श] 4. 
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. 


42., 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


8. 


१9. 


20. 


24. 


22. 


23. 


24. 
25. 


गणित्त 


छोर 6 ४ - होगा? 4 + ही 2 & डत 0:0. 

०९०52 2 & -- ८052 6 5 ८ छा 4 < छत छ झ. 

ए०ड 7 >+ एठ0ड 5 २0 + एतड 3 >> + ०005 -घल्‍>न 4 208 हज 2058 2 + ८05 4 ८ 
०६ 4 -ल्‍ (घागरा 5 ६+ गा 3 5) 5 ०0 ४ (ठछा। 5 ४ - 87 3 ४): 

खा 3 इ[छा > हद (छा 5 " छा उे ह- छा 2 >> + छा >>. 


८ए08960-00550 _ हवा 2 
की | 7.ए९-हांगर उफ ०0570-८: 


छा 5-४ + हा 3.0 


कमिाज--प््््"+._२++<5-+ कक्‍त दा 4 नए 

०05 5.६ + ए05 उ 
डात ए-धाा 9 २-9५ 
का >5 चा चिता 
00०४ :+ ९08 9४ >. 

8 ४ + 54॥ 3.४ 
निपपपप/7ै्5+पयत- कच  तथा ४7/9 हा हि 
(९058 7 + ०05 35% 

डा द + 8 ४ आज +9 
20 20िय- अप, 602" आवक... (छा अननत3ण-»«--ममममममम-मपगणण-. 
205 ऋ +- ०05 5४ £१/ पं 
7)058-+93903 8 
नज-डम्-प जज ता वध 005 202054060. 
5 90-[घधा 3 9 
छत : - 8॥ 3 ६ हि 
नऊडततपस्‍ाल्‍उडउच् टे खा ४८, 


3 ०, हा 2 
छा जज एछ05 * 


छात] 5 ४- 2 8 उे४ + हग 5 
ए05 35 -- ०05 





च्ञ्घि ख . 


(छाए 7 : + 87 5.0) + (छंग] 9 ४ + छा? 3 5) 


न्ज्ठछ ७] कर 
(2087 ६४+ 005 5 ४) + (0०059 #% + ८05 3.5) जज 


009 4 » तू | - 8 8) ४ 0७682 5. 


4(धवा 9 (। -- घ्ा 5 9) 


(था 4 8 -- मल आन क कट - हत्प जद लइाहर जता 
-68779+ (छा 9 


(8$9 3 + 80 > ) 890 | + (८05 3 :-- ८05 5 ) ०05 ४ 5-5 0. 





(205 0:+ ००5 3)? + (590 0०८+ 899 3) -- 4०085 न प्लस / ४ 


(०0०05 45:+ ०08 3%+ 0०05 2>% 


है > ८ ज-ः्0ठता3दष%, 
छो 4>८ ऊ गो 35 + छा >> 


522 
2 
ए0ड8 6 ६ ८-५ 32 ८057 5 - 48 ८05 5+ ]8 ८052 & -- . 


धर > हे तु 
छाग 3 & + &7 2 5 -- छत ८ 55 4 छा 5 ०205 म्रा ९०5 
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निम्न प्रश्नों में आग ठ ,०08 नर और [शा ठ ज्ञात कीजिये। 
26, शा ४ ८- हि ,> द्वितीय चतुर्थाश में हो। 
27, ०08 >5- तर ,< तृतीय चतुर्थाश में हो। 
28. झा 5 हा ,< ट्वितीय चतुर्थाश में हो। 


9.6 त्रिभुज के कोणों से सम्बन्धित, सप्रतिबन्ध सर्वसमिकायें 


जब &, 8, (? त्रिभुज के कोण हों, तो बहुत सी सर्वसमिकायें, उनके त्रिकोणमितीय फलनों से 
संबधित होती हैं। हम कुछ उदाहरणों द्वारा उपपत्ति-विधि को समझने का प्रयास करेंगे। 
उदाहरण 2] यदि & + 8 + 0-7 हो, तो सिद्ध कीजिये। 
| । दल अल: आम & 
थै 8- न + आज ०08४- . 
शा 60 + श। ह॥ (९-4 शा] ठ्शए्ज ०0 ठ 
हल हम जानते हैं 
बायाँ पक्ष ८ थ। 0 + भआं। 8 - शा (! 














> 2आ कल + का. - 80 
न्‍ड 2 ध्स्ज 008 ०3880 जी ध़ा। 0! 


(? (0 (' 


(ः 4 ः 
न्‍- 2005 जू 008 74आओउ ९०४० 


| 0-3 . हर| 
-- 2008 - | ०05 आओ -८ 








> 


2 2 














2०० थे 3 | 7 &+ 3 
च् £१/ 2 2 
5088 % 3-3 23 + 3 
द् 2. 2 
(्‌ः हर 3 
- 200 ज् | 2ञ्ा ठ (.॥॥| । ठ ) 
हर (ः 
चन 4 जा ञ शा ठ 008 तू दाया पक्ष 
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उदाहरण 22 यदि ७ + 8 + (! - 


7, तो सिद्ध कीजिये : 


००0६ 2 8 .+ ८०05 2 3 -- ०05 2 (१ < [ - 4 छ॥ / 8 3 ०05 (. 


हल हम पाते हैं : 


बायाँ पक्ष 


2005 ( ७+3) ०05 (७ - 3) - ०05 2 (: 

2 ९०05 (77 - ९.) ८05 ( & - 3) - ०08 2 (: 

-2 0058 (१ ८08 (4 -- 3) -2 ८००४८ (१ + 

4- 2 005 (४ [ ०05 (& - 3) + ०08 ( ] 

]--2 ८08 (! [ ०08 ( & - 3 ) + ००5 (77 - (#& + 3))] 
]--2 ८05 (! [ 20$ ( ७ - 3) -- ०08 (»+]73) |] 

]-2 ८05 (! [ - 2 8॥7 . 8॥ (-- 3)] 

]-2 ८05 (५ [2 97 ४ 597 9 | 

।-4 शां॥ & 80 छ ८0०8 (१ दायाँ पक्ष 


उदाहरण 23 यदि »& + 8 + (*- 7: हो, तो सिद्ध कीजिये : 














/. 8 (्‌ 3 छ कक 
0052 ऊ+ 005? गज ०052 जा 2+ 287 ञ्ः हो ञ् हवा छः 
हल हम पाते हैं : 
जाया ]+0९08 ४५  +005 3. ]+0०08 (? 
बाया पक्ष ठ ना ठ ठ 
] 
छठ [3 + 0०08 & + ०05 8 + ०05 (?] 
] 423 + 3 &+- मर 
5 5 [2+ 2००8 ठ 0 ठ +००४८ | 
॥। ९ >- छठ 
बे 5 [3+2००र( #-ह ) ० ठ +०००८ | 
] 5 अत 
-- हे नर (्‌ 
तक + 2. 87 ठ 0९058 ठ +००४९ 
] 0६६ &- छठ जल की 
>> >।3 के न 
न्‍्ठ + 2 ठ ०005 ठठ न+]+2 8] | 
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[| रा 5-3 . (! 
2 2 ७.7, -पा-: 
त्ठ |4+ 2शा ठ [प ठ शा || 


ही 3-3 -. 7 #/6+ 3 
52, चर $ >> -- 
_. 2+ शा ठ | ०00 ठ रण ठ ठ ) 


2+ शा] प ०05 «वा क ९05 35 
् £4 े0 2 














2 


गर्म 


५0 द० 2 . छठ 
3 222 आर -29ा] 4४ - १] 


. (|. ४68 , 3 
-- 2+2 भा ठ | आए | 


( 


पु 7 पा छ ह (ः ड़ 
बन 2>+2 पा तर घ्ा ञ्ु (५3॥॥| नल दार्यों पक्ष, 


उदाहरण 24 यदि & + 8 + ०-70, तो सिद्ध कीजिये : 





दि [ उठ ॥॥ छठ || ए ॥४ ९ (9 2 हक ॥। 
॥४१॥ 8] ठ क्षा ठ + 2 ध्चा ठ + वध] ठ ॥ ऊ है. 
हल हमें ज्ञात है : 
23 2 _८_ ५०८ 
35 के १07 ८2563 
4 , 3 )_ 47_ 0०)... 
इसलिये ४०973 |" (5 5-०० ठ. 
कस 
अतः न प ननन कक लत 
]-शा 8 |#2॥ 6 | रे ॥87॥॥| रे 
2 8, 2 
या पे हल न्ज है जिलों + क > 
| का ठ (82॥॥ | ठ द्चा ठथि 2 5 भा 5 ठ 
यै ॥2] छ (्‌ ( 7 
या [8:8॥ तर शा ठ + शा ठ्ध शा ठ + शा ठ शा ठठलः ५ 
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प्रश्नावली 9.5 


यदि ७ +8+ ०-३ तो निम्न सर्वसमिकाओं को सिद्ध कीजिये : 
. ह॥7 20 - ।] 28 + ज्ञा) 2 (१ - 4 ८08 है ह0 हफ ८08 (:. 

2, ०05 20 + ०05 28 + ९०05 2 (१ ८-] - 4 ०08 ४ ८08 छ ८08 (६, 
- ३3, ज्रा28+शा28+ जा 20<4 चना 4ष आ ऐे था 0. 


है "ु प छ 
4... ह॥। / + शा] 8 +श॥ (75 4 008 5 ०08 ८ ०05 


2 95 0०2/ 
5. 005 0 + ९05 9 - 008 (१ 54 ८08 दे ८058 न भा दा+-. 
2 2 2 
8॥ 2.0 + 8॥ 23 + 80] 20? > 8 9 दर कि है: ढ आ 
शो] 0 + झा 3+ हां। (2 है / 2 2: 


20082 0 + 0082 छे - ०082 (१८ | -- 2 श॥ 8 8॥ 8 ०08 (7. 
और ॥४] (ः 7 छ 6 

पल 20 न 0 न मन 

श्र ठ + शा ि | ठ्चः [-200: ठ 005 ठठ शा ठ्- 

कक 0 + वा 3 +ध्या (! 5३॥ 6 शा 3 0] ९! 

0., ०08 0० (१ + 60 (९! ०0 & + 00 8 ०७ 8 - | 


था ए्पफ़ाल 


]] 56 + ठ्ठो न व्ल5 ् 562५ 00 622 

१ 2 2 05 4० 72000 25%0020 ५ 5 
[]2., [82 0 + (] 28 + (0 2 (१ 8॥ 2 6 0] 2 3 (80 2 (7, 
9.7 बत्रिकोणमितीय फलनों का आलेख (ग्राफ) 
इस अनुभाग में हम त्रिकोणमितीय फलनों का आलेख ज्ञात करेंगे। निम्नलिखित में हम विचार 
कर सकते हैं कि » एक वास्तविक संख्या है या एक कोण की रेडियन में माप है क्योंकि यह 
सभी आवश्यक रूप से समान हैं। 


हम देख चुके हैं कि त्रिकोणमितीय फलन आवर्ती हैं। चूंकि ज्ञा। (2: + >) 5 आए, 
९०058 (240 + |) 5 005 » तथा (का (४ + ») 5 2, जिससे 8४४० तथा ८6थ॥० का आवर्तकाल 2 
है तथा (धा8था फलन का आवर्तकाल % है। हम यह भी देख चुके हैं कि यदि /(४) का आवर्त 


काल प' है, तो फलन /(४५+ 9) का आवर्त काल ् है। 
उदाहरण 25 »>97-> का आलेख खींचिए | 


हल चूंकि ॥7> एक आवर्ती फलन है, जिसका आवर्तकाल 2% है, अतः इसका आलेख केवल 
0<%<2% के लिये खींचना प्रर्याप्त होगा। इसका विस्तार सरलता से क्रियाओं को दोहराने से 


20 तक किया जा सकता है। हमें ज्ञात है कि आ। »में वृद्धि 0 से | तक जब »,0<»%< ्र के 


अनुसार अग्रसर होता है तथा ठ <»<॥7 के अनुसार । से 0की ओर घटने लगता है। आगे 
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75% < प्र के अनुसार यह 0 से -] की ओर घटने लगता है, पुनः ८५ <2% के अनुसार 
इसमें - । से 0 की ओर वृद्धि होने लगती है। इस प्रकार हमें निम्न सारणी मिलती हैः 


है ० 5 ॥ था | आ का | का | आ| 37 |77 
हे 6 3 2 6 3 2 

जे हि 3 ] 5 ४3 

! 9 9) ठ धर पा प््ड्ल्च्च् सस्ता 


अब हम इन बिन्दुओं को निर्देशांक तल में अंकित करेंगे तथा उसे सरलता से मिलायेंगे 
जैसा कि आकृति 9.9 में दर्शाया गया है : 



















नशा 


आकृति 9.9 
उदाहरण 26 »-००४ » का आलेख खींचिये | 


हल चूंकि ०0४४ एक आवर्ती फलन है जिसका आवर्तकाल 27 है, हम इसका आलेख 0< ४<2%7 
के लिये खींचेगें तथा इसका विस्तार 277 लम्बाई के अन्तराल पर दोहराते हुए करते हैं। हम 


जानते हैं कि 05 ४5>- के लिये ००४», ! से 0 की ओर घटता है, तथा पुन: यह “75 357: 
के लिये 0 से -। की ओर घटता है। पुनः 75 ४<-5- के लिये यह -[ से 0 की ओर बढ़ता है, 


तथा पुनः तर < ४< 27 के लिये 0 से । की ओर बढ़ता है। हमारे पास निम्न सारणी हैं: 





अब हम इन बिन्दुओं को निर्देशांक तल में अंकित करते हैं तथा सरलता से इन्हें मिलाते हैं जैसा 
कि आलेख आकृति 9.0 में दर्शाया गया है।.... 
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9, ०08 2 


; आकृति 9.0 


टिप्पणी चूंकि 005५ हट झा ञ्र + अब >-008 > का आलेख आ7> के आलेख को ठ लम्बाई 
के बराबर बाई ओर प्राप्त कर सकते हैं| 


उदाहरण 27 ४-४ > का आलेख खींचिये। 

हल हम जानते हैं कि »+(2॥ ४ एक आवर्ती फलन है, जिसका आवर्तकाल + है। जैसे-जैसे 
<,0से ् तक बढ़ता है वैसे-वैसे (॥॥ », 0 से ०० की ओर अग्रसर होता है। जब » का मान ध 
से बड़ा होता है तो (का », ऋणात्मक हो जाता है तथा स्वछन्द रूप से बड़ा होता है। जब 


प्र तर से; की ओर बढ़ता है तब यह शून्य की ओर बढता जाता है] हमारे पास निम्नलिखित 
सारणी है: 





(80 » का आलेख, 
आकृति 9.| में दिया 
गया है। 





आकृति 9.॥7 
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००, 3०० 5 तथा ०0४८८ ५ का आलेख ठीक उसी प्रकार खींचा जा सकता है जिस प्रकार 
हमने शग 2, ००5 5 तथा था 5 का ग्राफ खींचा है। हम जानते हैं कि ४९८ ४ तथा ००४९० » आवर्ती 
फलन हैं तथा इनका आवर्तकाल 25 तथा ०८०» भी आवर्ती फलन है तथा इसका आवर्तकाल 7 
है| हम यह भी जानते हैं कि ४००५० | या 5०० ४ ६- | तथा ०05९० ४> ] या ०032८ ४ <-]. फलन 
०००» सभी धनात्मक एंव ऋणात्मक मान लेता है केवल $% के पूर्णाकीय गुणांकों को छोड़कर, जहाँ 
यह परिभाषित नहीं है। इन फलनों के आलेख नीचे दिये गये हैं| 

प्‌ 





न 
4 
|] 
4 
|! 
|| 
॥।॒ 
|] 
बढ 
|] 
|| 
डर 
|] 
4 
हे 
4 
|] 
|| 
॒ 
् 
| 
4 
हे 
डढ 
डढ 
बढ 
बढ 
डे 






9-९0 <>५ 
आंकृति 9.2 
५ 
पु 
काश 2 ; 
ता ॥, 0 37 ।; 
जया ठु 27 , 
[|] डे + - ध हर 


/ 


५5८ 520 >> ९0860 २ 


आकृति 9.3 आकृति 9.4 





4 
|] 
| 
|] 
|] 
|] 
| 
| 
बढ 
|] 
|] 
|] 
| 
॥ 
| 
|] 
| 
|] 
| 
| 
] 


रा 
| 
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उदाहरण 28 /(0)-३3 ८००४ 2 > का आलेख खींचिये। 


हल चूंकि ००५४० फलन का आवर्तकाल 2% है, प्रमेय 9.! से यह निष्कर्ष निकलता है कि 
(47 


5. अर्थात है। पुनः ध्यान दीजिये कि #/ का परिसर 


/(0 ८३3 ००४ 2£ का आवर्तकाल 


-3</(0 <3 है। इसका आलेख आकृति 9.व5 में दिया गया है। 
९५ 





93 0052 +>% 
आकृति 9.5 
उदाहरण 29 फलन /(0 - आर » तथा 8 (0<9॥2< का एक ही निर्देशांक्षों पर आलेख खींचिये। 
हल हम जानते हैं कि/ का आवर्तकाल 27% 
तथा / का परिसर ८- </(&) < 
पुन : 8 का आवर्तकाल 57 
तथा 8 का परिसर -- < 8 (2) < ] 
दोनों आलेख आकृति 9.6 में में दिये गए हैं। 





आकृति 9.6 
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प्रश्नावली 9,6 


निम्नलिखित आलेख खींचिये :-- 
व, #<3३3 शा 2२ 
2. #ल्टवक्वाज 


गम 
3, 3न्शी 3 


. एक ही निर्देशांक्षों पर समीकरण युगल का आलेख खींचिये : 

4. 9 शांत 5, # 5९05 5, 05% < 2ए 

5. ४0085, १८ 005 2, 0< 5 < शा 

9.8 त्रिकोणमितीय फलन की सारणी 

त्रिकोणमिति में बहुत सारी समस्याओं के हल के लिये त्रिकोणमितीय फलनों के विभिन्‍न कोणों 
के लिये फलनों का मान निकालना आवश्यक हो जाता. है। किसी भी कोण के त्रिकोणमितीय 
फलन का मान किसी भी वांछित शुद्धता तक निकाला जा सकता है। छः: त्रिकोणमितीय फलनों 
के 0" से 45" के निकटतम मानों की सारणियाँ उपलब्ध हैं। 45" से 90" तक त्रिकोणमितीय 
फलनों के मान सूत्रों ॥ (90%-- 6) < ००४ 9, ००४ (907 - 6) 5 ४0 0 इत्यादि का उपयोग करके 
ज्ञात किये जा सकते हैं। 

90" से बड़े कोणों के लिये विभिन्‍न सूत्रों के प्रयोग से उनका मान 0" से 90? के मध्य 
लाकर किया जा सकता है। उदाहरणत: झा 24" - आ॥ (90९ + 34०) < ००४ 347 | यदि कुछ 
कोणों के त्रिकोणमितीय फलनों के मान सारणी में नहीं दिये गये हैं तो उन्हें रैखिक अन्तर्वेशन 
(स्‍७%०४ांणा) से ज्ञात किया जा सकता है। हम इन्हें निम्न उदाहरणों द्वारा बता सकते हैं: 
उदाहरण 30 ८०: 3720” का मान निकालिये। 
हल हम जानते हैं कि ०० (90९ + 8) 5-६ 0. 
इस प्रकार ८0 3]%20/ ७ ०० (907 + 4]7 207 <-॥॥ 47 20/, 
सारणी से हम देखते हैं कि 

(॥ 4]720/ - 0.8796. 
अतः ०० 3720' < - 0.8796. 


उदाहरण 3] कोण 9 ज्ञात कीजिये यदि ॥॥ 6 -0.707, 0<0 < ठ् है। 


हल थंग्र० की सारणी में हम देखते हैं कि 
2॥ 457 - 0.707. 
अतः... 0-457", 
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उदाहरण 32 579 23726” का मान ज्ञात कीजिये। 
हल सारणी से हम देखते हैं कि 
ड॥ 23720” - 0.396 
त्तथा 0 23730/ <- 0.3987 
इसलिये 40' के अन्तर से मान में 0.0026 का अन्तर है। 


तो 6" के अन्तर के लिये मान. में अन्तर प ५ 0.0026 - 0.0056 


! + 0.0046 (सन्निकट) 
अत : 80 23726“ - 0.396] + 0.006 
नम 0.3977. 
प्रश्नावली 9.7 

4. निम्नलिखित ज्ञात कीजिये : 

(0). ०205 20? ]0/, 

(7)  ह8&709/ 48९ 

ता) वा 54%30/, 

(५) ०० 33९40. 
2. कोण 09 ज्ञात कीजिये यदि 07 ड 9 < 90%, तथा 

(6). जञञा। 9 5 0.5373 

() ८058 9 ८ 0.0087 

(कं). (था 95 24.37 

(५) ००0060- 3.08 
3. निम्नलिखित ज्ञात कीजिये : 

() 8४॥ 34९22/, 

(). ००5 64734, 

(व). था 42९67, 


(५) ० ८०0467?26:<. 
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विविध उदाहरण 





उदाहरण 33 सिद्ध कीजिये : 2०08 यूद्र ००5 गत पे + ८०0 पर 0, 
हल हम पाते हैं 
है वि हि 97८ 90 7 ३7 ञ 
बायीं पक्ष ८<- (९095 हा दा [5 ० [ ३ उठ ४ ९005 [३ + 005 रा 
07 877 आा 5 
ज्ड 005 5 ला 0४ नूत्र / ५०४ मदर । ५० पढे 


९00 के 3 ता 22 +- 008 2 
धर क [3 3 ]3 3 


[077 शा [0 शाए 
5. 008 ८-7 + 008 -- - 008 >द -+ ०058 


5 83 7 [3 5 
0 - दायाँ पक्ष 


| 


उदाहरण 34 सिद्ध कीजिये : ८००४2 & + ००४? (# + तु )+ ०097 (७ 


(08 | नि तले 
(> है प् 


हल हम पाते हैं 


+००[20+5 | 3005-77 (+०ण[20-5 | 90% 7 
३) ]+008 2. 3 | 
बाया पक्ष नकल जा पौः ठ तर ठ 


5 ठर 3 +008 2/ + 005 [2७ न रे ऐी 008 [20 न 0 ) 


|3 +008 20 +2008 2.60 ८05 ्जु 


| 
०]४+ 


3 


॥ 
४७। »+ 


| +005 2.0 + 2005 2.0 ०05 ॥ ॥- चर ) 


| 
3] ४७-+ 


3 +008 20 - 2005 26. ९05५ तर | 


न्‍- 5 [34००४ 20 -००४ 22 ] > प्र ८ दायाँ पक्ष 


0० | ० 
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उदाहरण 35 दिखाइये कि ८05 20? ८05 40९ ८०५ 80९ -< ८ 


हल हम पाते हैं 


बायाँ पक्ष 


& 
उत्तर (2& 20? ०05 200? ०0540? ८०580) 
उज्ा ठहर (3॥ 40? ००540? ००४80) 
ूताउफ (295 40? 2058 40? ०205 807) 
उक्घाउठ6 (४7 80? 2058 807) 
&आ। 60/ _ आंप (807- 2009 
8 20? 8957 207 
कप न नि -  दायाँ पक्ष 


उदाहरण 36 »॥ 8?, ८05 87, 379 36०" तथा ००५ 36" के मान ज्ञात कीजिये। 
हल माना 98< 8" अतः 5 6 - 907 


या 
या 
इसलिए 
या 
या 
या 


या 


या 


290+3080+<- 90? 


2080-90? -3 0 


8॥ 2 8 - ४॥ (907 -- 3 0) 


$7] 2 9-८ ०05 3 8 


2 9॥ 9 ०08 8 - 4 ०0052 8 -- 3 ८05 98 


०08 8 (4 2052 8 - 2 &॥ 9 - 3) < 0. 


20०05 9 5 ८००४ 8०7 < 0, हम पाते हैं 


4 ८0582 8-- 2 27 8 - 3-0 


4 (]-872 8) -- 2 8॥॥ 8 - 3 - 0 


4 &॥? 8 + 2 87 9 - | - 0. 
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इसलिए 8॥॥ 8 5 -- है 5 


चूंकि थ॥ 0 5 ४7 8 धनात्मक है, तो हम पाते हैं 





8॥] 80 - शा] 8९ -- 5-ा 
4 
अब 2८082 [8? <-. [ - शा? ]8९ 
_ [_ (४5-॥)? _ 0+2४5 
]6... [6 


इसलिये. ८08 8? - ४02 . (क्यों?) 








हा 2 
पुनः ८05 36? - [-2आया2 [8९ - ] - 2 ना 
८ [_6-2४5 गा 2+2४5 हज ४5+] 
8 8 वर 
पुनः 02 36? < |-0052 36? - | -- न ॥घ 
क्‍0-2४55 





6 


इसलिये #॥36" -> ४0-25 0-2४5 (क्यों?) 


4 


उदाहरण 37 यदि ० तथा 3 दो ऐसी वास्तविक संख्याऐएं हैं ताकि ७-3 #2 #70 # पूर्णाक है 
और जो समीकरण ८००४ ९+ 8 आ॥ १5 ८ को सन्तुष्ट करें, तो सिद्ध कीजिये कि 


67-४7 
०08 (0+ 3) «८ हिट आह 
हल चूंकि ०७, 3 समीकरण ८००४ १ + 9 भआ। ५ ८ को सन्तुष्ट करते हैं, 
हम पाते हैं 
०००08 0+ 9 भं। 0-८८ () 


तथा ०0०08 53+ 89 श॥ 3-८. (2) 
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(2) को (।) में से घटाने पर, हम पाते हैं 


व (८०08 ०-८०४ 8) + 8 (आ। ७ - शा। 0) 5 0 











; 0+] . ७-) ७+)?  _ 0 
या -थ्वशा। ठ आठ + 20 005 3 ४7 “5 
. 0०-)। . ०0+ 73 ७+0 
- धर का 8 ---- 5 0 
या £4॥॥| ठ | आ “> 9००0 | | 


चूंकि ०-३ #2%# 7, इसलिये 
ध्ा का )- हि (क्यों?) 














7 
|; 2 
४३2 5 
अब दायाँ पक्ष ७ दर्द 5 7 
०7+0 +2._ 
धर 
-०० ०+ 
[+- था] ठ 
दर 2[०+ 0 
[ ]+ का | ठ | 
- ००४ (७+ 3) (क्यों १) 
> ॒ बायाँ पक्ष 
उदाहरण 38 यदि ८०४ ( & + 8) आ। (0! - 7)) ७ ००४ ( & - 8) ॥॥ ( 0 + 0) हो, तो दिखाइये 
कि 
का 6 [धा 3 0॥ (१ + शा [2-८ 0. 
हल हम पाते हैं : 


005 ( 8 + 3) था। (( - 7)) - ०05 ( ७ - 3) थं। ( (४१ + 2) 


008 (8. + 3) _ था। ((:+ 2) 
इसलिये. ७छ-ऊ) ऋत्ट-)) 


योगान्तर अनुपात विधि का प्रयोग करने पर हम पाते हैं 


005 (0. + 3) + 008 (/ -- 3) _ आ॥ (("+)2)+ शी (- 2) 
208 (0 +3)-008 (0-3). 8४॥ (("+)) - थ॥ (0 - 70) 


त्रिकोणमितीय फलन 29 
2005 0 0053 _29॥ (४ ९०05 ) 








या -28॥ ७ 8॥98 20050 /॥ 3 
या + -- 00 6 ०० 8 - [07 (! ८ए ) 
या - वध] ) 5 का / का 8 था (:, 
अतः धिा 0 था हि ध (!+(ध) 70 < 0. 
अध्याय 9 पर विविध प्रश्नावली 
सिद्ध कीजिये : ः 
4,. यदि &+8+ (१-॥ है, तो सिद्ध कीजिये कि 
था। (3 + (९-० 0) + शा ((+ 0-3) - शा) (8 +8- (९) - 4 ०0६ 0 ०08 3 था। (7, 
5 ॥46/& 
2. ९०08 0 ०0$ 2 ४ ९८०05 4 06. ०08 8 6 - न - के 
6था ४ 
[+97 20 - ०0820 
3. ]+87 20+ 00820 33 
पे मिल 0०058, + ०8४ + भा € 2 _०08%- ०8४ - शा हम ॥ 
९08%- 5. ०08%+ शाप > 
8. ४0 0? ॥॥ 307 ॥॥ 50? शा 700 < पद है 
नए 
6, (608 ४ + 008 9) + (डत0 ४ - शं। 97 < 40087 > ठ 
2 ४ कर, ५ जु है 9 
4. (९08 ४ - 208 9) + (शा ४ - शा) 9४ < 4 ठ 
है, 8979+ था 30 + ध॥ 50 + श0 7 9-4 205 9 ०08 2 68 3 4 0. 
[-8॥ 2. _  6/ न 
9. [+झा22 4 
0, यदि ७ तथा 3 दो विभिन्‍न वास्तविक संख्यायें हैं जो समीकरण 6००४ ७४+ 2 ड॥ » ८ को 


सन्तुष्ट करती हों, तो सिद्ध कीजिये कि 
ख्द 

की + 95 
2608 


9 2 
धा--& 





6) शं॥ (७+ १) ८ 





(0) का (0+9)5 
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यदि #+ 8+ ("-॥१., है तो निम्नलिखित को सिद्ध कीजिये : 


८05 2 00४5 ०080. __ 
ब्ाडउिशाए!' 70890 जा #& था हि 





]. 


2. ०054 # + 205 4 3 + ०08 4 (! ---] + 4 005 2 & ०08 2 3 ८08 2 (! 


8" तथा 36 के त्रिकोणमितीय फलनों के मानों का उपयोग कर, निम्न में से प्रत्येक को सिद्ध 
कीजिये : 

5 न 
3, झा 720-॥॥7 60 ८ का 


4, शा॥। 4 शा ्ग्‌ शा 50 झा 27 न रे 
० 3 5 |6 


कार्तीय समकोणिक 
निर्देशांक 


निकाय ि « « “अध्याय || 
(000७५ ७४४॥॥0॥ 00 । 
(0७/॥,॥॥१ (000१903/७008) 


80. भूमिका 


हम ज्यामिति से परिचित हैं जिसमें सामान्यतः आकृतियों और वक्रों के गुणधर्मों का अध्ययन होता 
है। हाई स्कूल तक अध्ययन की गयी ज्यामिति युक्लीडीयन ज्यामिति कहलाती है क्योंकि यह 
सुप्रसिद्द यूनानी गणितज्ञ युक्लिड द्वारा लगभग 300 वर्ष ईसा पूर्व लिखी गई ज्यामिति की प्रथम 
व्यवस्थित पुस्तक में वर्णित अभिगृहीतियों पर आधारित है | इस अवधि से लेकर सत्रहवीं शताब्दी 
तक ज्यामितीय अध्ययन में केवल ज्यामितीय तर्क का प्रयोग होता था| ज्यामिति के इस अध्ययन 
'को संश्लेषिक-ज्यामिति (3५॥0०7० 8००॥०/५) कहते हैं। कुछ प्रश्न ऐसे भी थे जिनके हल 
संश्लेषिक ज्यामिति में उपलब्ध नहीं थे। लगभग सतरहवीं शताब्दी के अन्त तक ज्यामिति को 
बीजगणित से जोड़ा नहीं गया था ओर इसके पश्चात इसका संश्लेषिक ज्यामिति के प्रश्नों के 
हल में प्रयोग किया जाने लगा। इसके द्वारा ज्यामिति के अध्ययन में बीजगणितीय विधियों का 
प्रयोग किया जाना आरम्भ हुआ। इसे वैश्लेषिक ज्यामिति (७॥9५0० 8००॥०7१५) के रूप में 
जाना जाता है| बीजगणित के प्रयोग पर आधारित ज्यामिति का सुव्यवस्थित अध्ययन सर्वप्रथम 
सर्वमान्य फ्रौसीसी दार्शनिक और गणितज्ञ रेने देकार्त [२०॥९' [0०8८ध०४ (596-650)] द्वारा 
उनकी पुस्तक ला-ज्यामित्री (-2००॥०7४) में किया गया है। पुस्तक ला-ज्यामित्री सन्‌ 
[637 में प्रकाशित हुई | यह पुस्तक ला-ज्यामित्री मुख्यतः ज्यामितीय प्रश्नों के बीजगणितीय हल 
और बीजगणितीय समीकरणों के ज्यामितीय निरूपण से संम्बधित है। 

बीजगणित को ज्यामिति से सम्बन्धित करने के लिए देकार्त ने ज्यामिति के आधारभूत 
संकल्पना में बिन्दु का बीजगणित के आधारभूत इकाई “संख्या” के बीच साहचर्य स्थापित किया। 
इस संम्बन्ध को निर्देशांक-निकाय ($ए४था। एण॑ ००णआ#८४8) कहते हैं। 

पिछली कक्षाओं में हम एक रेखा के बिन्दुओं को वास्तविक संख्याओं तथा एक तल के 
बिन्दुओं को वास्तविक संख्याओं के क्रमित-युग्मों से सह सम्बन्धन के विषय में विस्तृत रूप से 
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अध्ययन कर-चुके हैं। इस सहसम्बन्ध को रेने-देकार्त के नाम से जोड़ते हुये कार्तीय निर्देशांक 
निकाय (एश्लाव्गनग्रा ०एणक॥6 5५ञथा) कहते हैं। इसका अध्ययन हम इस अध्याय मे करेंगे। 


0.2 कार्त्तीय निर्देशांक निकाय ((क्रा।९छंक्षा (0००-पंत्रस्‍६ $ए5शा) 


हम जानते हैं, कि वैश्लेषिक ज्यामिति की आधारभूत संकल्पना सभी वास्तविक संख्याओं का 
संख्या रेखा पर बिन्दुओं द्वारा निरूपण है| हम रेखा पर एक बिन्दु जिसे मूल बिन्दु कहते हैं, 
का चयन करते हैं तथा इसकी संगततता शून्य से स्थापित करते हैं। तब हम इकाई दूरी लेते हैं 
(आकृति 0.)। बिन्दु 0 के दाहिनी ओर एक बिन्दु ? के दिए जाने पर हम इसका एक 
वास्तविक धन संख्या से साहचर्य स्थापित कर सकते हैं। 0 के बायीं ओर स्थित प्रत्येक बिन्दु 
(0 का साहचर्य एक वास्तविक ऋण संख्या से स्थापित किया जा सकता है। इस प्रकार रेखा के 
प्रत्येक बिन्दु की संगतता एक वास्तविक संख्या से होती है तथा विलोमतः किसी वांस्तविक 
संख्या की संगतता रेखा के एक निश्चित अद्वितीय बिन्दु से होती है। वास्तविक संख्याओं के 
समुच्चय तथा रेखा के बिन्दुओं के समुच्चय के बीच इस एकैक-संगतता को एक विमीय 
निर्देशांक निकाय (008 00०7्ंणाव ०0007 5५४(७४) कहते हैं। 


*€-७-----+-----लम-»--> ४ 
(2 -3 -2 +7 0 4 2 3 


आकृति 40. 


युक्लीडीयन तल के बिन्दुओं को भी संख्याओं 

: द्वारा निर्देशांकित किया जा सकता है। इस उद्देश्य की 

पूर्ति के लिए हम दो परस्पर लम्ब रेखायें %” 05 और 

५“0₹ खींचते हैं| उपर्युक्त दोनों रेखाओं के प्रतिच्छेदन 

बिन्दु 0 को मूल-बिन्दु कहते हैं (आकृति 0.2)। #%' पा 

क्षितिज रेखा £” 05% को >-अक्ष कहते हैं और इसकी ० 
दाहिनी ओर की दिशा धनात्मक दिशा के रूप में समझी 

जाती है। उर्ध्व रेखा ४” 0५ को >-अक्ष कहते हैं जिसकी 


ऊपर की ओर की दिशा धनात्मक ली जाती है | प्रत्येक शा 
अक्ष पर इकाई लम्बाई निर्धारित करके 0 को मूल आकृति 02 
बिन्दु लेते हुये संख्या पैमाना स्थापित किया जाता है। 82420 आओ 


मान लीजिए कि तल में एक बिन्दु ए अकित है। #-अक्ष तथा >-अक्ष पर क्रमशः ए)/ और 
शी लम्ब खींचिए | +-अक्ष पर बिन्दु ४ से साहचर्य स्थापित करने वाली संख्या को बिन्दु ? का 
भुज (४#ल८ां554) या #-निर्देशांक, तथा #-अक्ष पर बिन्दु !९ से साहचर्य स्थापित करने वाली 
वास्तविक संख्या को बिन्दु ? की कोटि (#बं्रवा०) या >-निर्देशांक कहते हैं| क्रमित युग्म 
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(५, 3) को बिन्दु ? के निर्देशांक कहते हैं। ध्यान दें कि क्रमित युग्म की पहली प्रविष्टि बिन्दु 
अननिर्देशांक तथा दूसरी »-निर्देशांक को व्यक्त करती हैं। 

विलोमतः क्रमित युग्म (४, )) के दिए जाने पर हम 
इस युग्म के संगत बिन्दु को तल में चिन्हित कर सकते 
हैं। इसके लिए हम #-अक्ष पर वास्तविक संख्या » के 
संगत बिन्दु ४ ज्ञात करते हैं। इसके पश्चात वास्तविक 
संख्या » के संगत »-अक्ष पर बिन्दु [९ ज्ञात करते हैं| अब 
हम / तथा ! बिन्दुओं से क्रमशः >-अक्ष और >-अक्ष पर 
लम्बों को खींचते हैं। इन दो लम्बों का प्रतिच्छेदन बिन्दु 
ही वह बिन्दु है जिसकी संगतता क्रमित युग्म (», 9) से 
है। इस प्रकार वास्तविक संख्याओं के प्रत्येक क्रमित-युग्म 
की संगतता तल के एक अद्वितीय बिन्दु से होती है। आकृति 0.3 

फलतः इस प्रकार का निरूपण वास्तविक संख्याओं के क्रमित-युग्मों के समुच्चचय और तल 
के बिन्दुओं के समुचज्चय के मध्य एकैक-संगतता (णा6 ॥0 णा८ ०णा९६०णात८ा८८) स्थापित 
करता है। सभी क्रमित युग्मों के इस समुच्चय को ॥२० द्वारा व्यक्त किया जाता है तथा इन्हे 
निरूपित करने वाले तल को कार्तीय तल ((:श्ा6्छांशा 0]946) कहते हैं। 

»-अक्ष और $-अक्ष परस्पर लम्ब हैं, यही कारण है, कि निर्देशांकों के इस निकाय को 
समकोणिक कार्तीय निर्देशांक निकाय भी कहते हैं। तथापि त्तिर्यक निर्देशांक का परिचय दो 
परस्पर अलम्ब प्रतिच्छेदित अक्षांशों द्वारा किया जा सकता है। 

अब स्मरण कीजिए कि निर्देशांक अक्ष >” 0४% और ९” 0५ निर्देशांक तल को चार भागों 
में विभकत करती हैं। इन्हें चतुर्थाशं कहते हैं। इनको 05 से घड़ी की सूई के विपरीत दिशा में 
[,0,]ग, और 9 द्वारा संख्यांकित करते हैं (आकृति ॥0.4)। जैसा कि आकृति 0.4 में प्रदर्शित 
है, प्रथम चतुर्थाश में स्थित बिन्दु के दोनों निर्देशांक धनात्मक होते हैं तथा इसे (+,+) द्वारा 
दर्शाया गया है। 

विभिन्‍न चर्तुथांशो में बिन्दुओं के निर्देशांको के चिन्ह 

नीचे दिये गये हैं। 

चर्तुथांश निर्देशांकों के चिन्ह .,.' 

>ननिर्देशांक या भुज >-निर्देशांक या कोटि 

॥| >> 0, धनात्मक »> 0, धनात्मक 

ह »><0, ऋणात्मक ५> 0, धनात्मक 

. वा #:<0, ऋणात्मक »< 0, ऋणात्मक 
॥ए &४> 0, धनात्मक » < 0, ऋणात्मक आकृति 0.4 
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इसके अतिरिक्त यदि किसी बिन्दु का 

भुज शून्य हो तो वह »-अक्ष पर स्थित होता है, 

और यदि कोटि शून्य हो तो वह बिन्दु £-अक्ष 

पर र्थित होता है हम यह भी देखते हैं, कि 
मूल-बिन्दु के निर्देशांक (0, 0) हैं। 


कोई बिन्दु जिसके निर्देशांक ज्ञात हों, 
तो स्थानॉकित करने के लिए मूल बिन्दु से 
निर्देशांक्षों के अनुदिश समुचित दूरियों को नापकर 
बिन्दु को चिंहित करना होता है। उदाहरणतः 
बिन्दु (-3, 4) को स्थानॉकित करने के लिए 
हम समकोणिक निर्देशांक लेते हैं साथ ही 
लम्बाई का मात्रक निर्धारित कर लेते हैं (आकृति 
0.5) | 





आकृत्ति 0.5 


यदि भुज -3 है तो इसका अर्थ यह है कि बिन्दु मूल बिन्दु से 3 इकाई -अक्ष के अनु 
बांई ओर, और कोटि 4 का अर्थ है, कि बिन्दु )-अक्ष के अनु 4 इकाई मूल बिन्दु से ऊपर की 
ओर है। इसके फलस्वरूप हम -अक्ष के अनु 3 इकाई बायीं ओर जाकर पुनः वहां से 4 इकाई 
»-अक्ष के समान्तर ऊपर जाकर बिन्दु को स्थानॉकित करते हैं (आकृति 0.5)। 


उदाहरण | समकोणिक निर्देशांक निकाय में बिन्दुओं (, 5), (-2, -4), (4, -3), (-5, 0) और 


हु ठ | को आलेखित कीजिए | 


हल समुचित पैमाने के साथ 
समकोणिक निर्देशाक्षों को खींचिए। 
क्रमित युग्मों (], 5), (-2, -4), (4, -3), 


] . 
(-5, 0) और रद ठ ञ्र ) के संगत बिन्दु 


क्रमश: ७, 8, 0, [0 और ७ है जैसा कि 
आकृति [0.6 में दर्शाया गया है। 


है 





आकृति 0.6 
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प्रश्नावली 40.] 
8. बिन्दुओं, जिनके निर्देशांक (2, 3), (2, -3), (-2, -3), (-2, 3), (0, 5), (-2, 0) हैं, को आलेखित 
कीजिए | 
2. उस चतुर्भुज को खींचिए जिसके शीर्ष (- 4, 5), (0, 7), (5, - 5) और (-4,-2) हैं। 
3, निम्न बिन्दु कहाँ स्थित होंगे यदि 
0) उनकी कोटि 2 है। 
() उनका भुज -3 है। 
4. यदि किसी आयत के तीन शीर्ष (0, 0), (2, 0) और (0, 3) हैं, तो चौथे शीर्ष के निर्देशांक ज्ञात 
कीजिए | 
5, 28 भुजा वाले एक समबाहु त्रिभुज का आधार >-अक्ष के अनु इस प्रकार है, कि मूल बिन्दु 
आधार का मध्य बिन्दु है। त्रिभुज के शीर्षों को ज्ञात कीजिए। 
0.3 दूरी सूत्र (9ंड्राा26 7079) 
बहुत से प्रश्नों में दो बिन्दुओं के बीच की दूरी या दो बिन्दुओं को मिलाने से बने रेखा खण्डों 
की लम्बाई की आवश्यकता पड़ती है, जिसे बिन्दुओं के निर्देशाकों द्वारा ज्ञात किया जा सकता 
है। हम बिन्दुओं ? (५, ») और 0 (४, »,) के बीच दूरी के लिए सूत्र ज्ञात करते हैं। 
>»-णल में बिन्दुओं 7 (४, ») तथा 0 (७,, »)) को चिन्हित कीजिए (आकृति 0.7) ? और 
0, बिन्दुओं से »-अक्ष के समान्तर रेखायें खींचिए, जो #-अक्ष को बिन्दुओं & तथा 8 पर क्रमशः 
मिलते हैं | द 
ए बिन्दु से #-अक्ष के समान्तर एक रेखा खींचिए जो >-अक्ष से 0 तथा 0 से खींची गयी 
उर्ध्व रेखा से [२ पर मिलती हैं। अब 
0&<7 का भुज ८»| 
इसी प्रकार 08 -७, 005», और 0705-3५ 
इसलिए आकृति (0.7) में हम पाते हैं, कि 
शिर 5 ४08 5 (008 - 0.0 >>». - 3|- 
इसी प्रकार 0 ८ (70 < 00 - 00<»,-५- 
अब समकोण त्रिभुज ए२0 में, पाइथागोरस प्रमेय 
द्वारा हम पाते हैं, कि 
ए0१ - ए२2 + २02 
य़ा ए0५ - (८ ->»। )2+ पु ० ») ह आकृति 0.7 
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चृकि दूरी या रेखा-खण्ड 720 की लम्बाई सदैव अऋणात्मक (॥00-5890₹७) होती है, इसलिए 
धनात्मक॑ वर्ग मूल लेने पर, हम अभीष्ट दूरी को निम्नांकित रूप में पाते हैं, 


?(७ -अ)+(३-७७ (४५3 - -) 2 (्‌ 2 ) 
इस परिणाम को दूरी-सूत्र (बांडधब#८९ [0/7४४०) कहते हैं। 
उपप्रमेय बिन्दु ? (६, )) की मूल बिन्दु (0, 0) से दूरी 
पक 
टिप्पणी 
. जब 70 रेखा 3-अक्ष के समान्तर होती है, तो बिन्दुओं ? तथा 0 के भुज समान होते हैं, 
अर्थात्‌ ५ 552. इसलिए ए05८| »,-9»। | 
2. जब रेखा-खण्ड ?0 , »-अक्ष के समान्तर है, तो बिन्दुओं ? तथा (0 की कोटियां समान 
होती है, अर्थात 9» त३ इसलिए ९0 - | 22-<। | 


3. जब ? और 0 विभिन्‍न चर्तुथाशों में हो, तब भी उपर्युक्त परिणाम सत्य होतें है 
उदाहरण 2 बिन्दुओं (4, 5) और (-3, 2) के बीच दूरी ज्ञात कीजिए | 


हल मान लिजिए कि बिन्दु 7 और 0 क्रमशः (4, 5) और (- 3, 2) को निरूपित करते हैं। तब 
दूरी-सूत्र द्वारा अभीष्ट दूरी 


ए0 « (3-4) + (2-5)? (-3-4)7 + (2- 5)* 


८. (7+(-3) - ४49749 
रू ४58. 


उदाहरण 3 सिद्ध कीजिए कि बिन्दु (4, 4), (3, 5) और 
(-, -) एक समकोण त्रिभुज के शीर्ष हैं। 


हल मान लीजिए कि बिन्दु (4, 4), (3, 5) और (-, -) 
क्रमशः 7, 0 और २, द्वारा व्यक्त हैं (आकृति 0.8)| अब 


ए७ 5 ४७-4)+56-4) + ,5 
(2२ > ०3) %- ०4 3) + (--5) 


और शर + /(.]-4)+(--4)* - 56 आकृति 0.8 
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इसलिए ?(0?- 2, (२? - 52 और 7२? - 50 
हम देखते हैं, कि दो भुजाएं 
०0 औऊ २, के वर्गों का योगफल, तीसरी भुजा 0२ के वर्ग के बराबर है 
अर्थात्‌ (2१2 - |/२:2 + 7(१: 


अतः पैथागोरस प्रमेय के विलोम से स्पष्ट है कि त्रिभुज 707२ समकोणिक हैं, जिसका कोण ९? 
समकोण है। 


उदाहरण 4 दूरी सूत्र के प्रयोग द्वारा दर्शाइए कि बिन्दु (-, 2), (5, 0) और (2, ।) संरेख हैं। 
हल मान लीजिए कि बिन्दु (-, 2), (5, 0) और (2, ) क्रमशः &, 8 और 0 द्वारा व्यक्त होते 


हैं। 
अब 68 + ४5-८))+0-2) # ,उद्यव 5 2४6 
छ0 + ॥/(2-5)2+(-0)?. > # करा 5 /6 


०७ + (--27+2-॥* # #४ग%्रा 5 /ढह 
स्पष्ट है, कि 80! + ("७ - «5. 
इसलिए बिन्दु ७, 8 और ( संरेख हैं। 


॥ 


॥| 


उदाहरण 5 #-अक्ष पर वह बिन्दु ज्ञात कीजिए जो बिन्दुओं (7, 6) और (-3, 4) से समदूरस्थ 
(९पणंताडक्ा।) हो। 

हल चूँकि अभीष्ट बिन्दु (भान लीजिए ?) 
>-अक्ष पर स्थित है अतः इसकी कोटि शून्य 
है| मान लीजिए कि उसका भूज <» है। 

इस प्रकार बिन्दु ? का निर्देशांक (५, 0) है। 
मान लीजिए कि बिन्दु (7, 6) और (-3, 4) 
कमशः & तथा 8 को व्यक्त करते हैं। चूँकि 
8?- 8? 


६4 





< 2०६0) 
इसलिए. ७7? - 87: 
४ न आकृति 0.9 
अर्थात्‌ (४-7)? + (0- 6)2- (५+ 3):+ (0-4 ) 
या 22 + 49 --]4 ४+ 36 5८ ४: + 6/+9+]0 
या . 205 < 60 या » 53. 


. इस प्रकार अभीष्ट बिन्दु (3, 0) है। 
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उदाहरण 6 एक त्रिभुज के शीर्ष (2.5), (3, 0) और (-।, 0) हैं। क्या त्रिभुज समबाहु, या 
समद्दिबाहु या विषमबाहु है ? 


हल मान लिजिए कि बिन्दु (2.3 ), (3, 0) और (-, 0) क्रमश: », 8 और ८ द्वारा व्यक्त होते 


हैं। 
अब # + (3-॥)+(0-2) < 4 
छट 5 /८॥-97?+0-0? 5 4 
और 2० 5 (-॥?+(0-249 5 4. 
स्पष्टत: #8 < 80 - ७९0. 
इसलिए त्रिभुज ७3९: एक समबाहु है। 
ह प्रश्नावली 0.2 

. निम्नांकित प्रश्नों में बिन्दुओं & तथा 8 के बीच की दूरी ज्ञात कीजिए | 
2. 0) &(-3, 4), 8 (3, 0) (0) 6 (5, -2), 8 (9, -9) 

()  # (6, -4), 8 (3, 0) 0५) & (0, 0), 8 (-5, 2) 


2. दिखाइए कि बिन्दु & (, 0), 8(5, 3), ०(2, 7) और 7 (-2, 4) एक समचर्तुभुज के शीर्ष हैं। 

3. जाँच कीजिए कि क्‍या बिन्दु (-5, 7), (2, 5) और (, -) सभी बिन्दु (-2, 3) से समदूरस्थ 
(४(००४०॥) हैं। 

प्रत्येक निर्देशित बिन्दु युग्मों के बीच की दूरी ज्ञात कीजिए। 

4... (6008 0, ६ भा ००), (6 ०05 3, 6 शा 3 ). 

5. (००४ 0, 9॥ 60 ), (शा 0, ०08 9 ). 

6. (४-७»,»-2), (४६+ ७», :+ 9). 

7. बिन्दुओं (3, 2) और (-5, -2) से समदूरस्थ »-अक्ष पर स्थित बिन्दु ज्ञात कीजिए। 


दूरी-सूत्र की सहायता से ज्ञात कीजिए कि प्रश्न 8 से 0 तक में दिए गये बिन्दु क्या एक रेखा पर 
स्थित हैं? 


8. (0, 0), (3, 2), (9, 6). 
9, (-3, -3), (, -0), (-7, -4) 
0. (3, 5), (, ॥), (-2, -5), 
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सिद्ध कीजिए कि प्रत्येक प्रश्न [] और ।2 में दिए गए बिन्दु-एफ समकोण' त्रिभुज के शीर्ष हैं। 
, (6, 2), (3, -), (-2, 4). 
82., (-2, 2), (8, --2), (-4, -3). 
सिद्ध कीजिए कि प्रत्येक त्रिभुज जिनके शीर्ष प्रश्न 3 और 4 में दिए गए हैं, समद्विबाहु है। 
3, (8, 2), (55,-3), (0,0). . 
. ]4, (0, 6), (-5, 3), (3, ). 
5. » का ऐसा मान ज्ञात करें कि ९0 - 0४, जहां बिन्दु ?, ७ और 7 क्रमशः (6, ), (, 3) और 
(5, 8), हैं | 
6. »-अक्ष पर स्थित कौन सा बिन्दु है जो बिन्दुओं (-5, -2) और (3, 2) से समदूरस्थ है? 
0. सा » में सम्बन्ध ज्ञात कीजिए जिससे बिन्दु (६, »), बिन्दुओं (6,-) और (2, 3) से समान दूरी पर 
| 

8. दिखाइए कि चर्तुभुज जिसके शीर्ष (3, 2), (0, 5), (-3, 2) और (0, -]) हैं, एक वर्ग है। 
0.4 विभाजन सूत्र (8०लांगा #0्राप्राच) 

पिछली कक्षाओं मे हम अध्ययन कर चुके हैं, कि दो बिन्दु & तथा छ को मिलाने वाली रेखा 
#3 पर स्थित कोई बिन्दु ?, रेखा खण्ड #8 को ७7 : 78 के अनुपात में विभाजित करता है| 
हम यह भी जानतें है, कि यदि, &8 रेखा पर बिन्दु ? बिन्दुओं & और छ के भीतर स्थित हो तो 


?, ७8 को अन्ततः (7५749) विभाजित करता है अन्यथा ?, 88 को बाहयतः (&हाश३) 
विभाजित करता है। 


अब हम बिन्दु 7? के निर्देशांक ज्ञात करते हैं, जो रेखा खण्ड &8 को ।: # के अनुपात में 
विभाजित करता है। 
मान लीजिए कि बिन्दु ? के निर्देशांक (६, )) हैं। 
प्रथम स्थिति--अन्त: विभाजन (राशयाथ्व |ॉंपशंअंभा) 

जब 7, &8 को अन्ततः विभाजित करता है, तो बिन्दुओं &, 8 तथा ? से £-अक्ष पर लम्ब 
खीचिए, जो »-अक्ष से क्रमशः ०, 70 और 0, बिन्दुओं पर मिलते हैं (आकृति 0.0)। ७&और 7? 
बिन्दुओं से £-अक्ष के समान्तर रेखाएं खींचिए, जो ?0 तथा 87 से क्रमशः 8 और ए बिन्दुओं पर 
मिलतें हैं। . 

आकृति 0.0 से यह स्पष्ट है कि त्रिभुज &87 और श्र समरूप है और इसलिए 

# 7, छह? 87 /। ह 


फ़ह फछ फ्कऋ (।) 
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अब 585 005 00 - 005-+-०॥, 
ए२- 00 5-02 - 00 5». “7 
8? - 0९ - 08 5 0०-00 ८३५७-३७ 
और 8 - 708 - 0२ - 08 - 0? 5 ५५ - 9: 


उपर्युक्त मानों को समीकरण () में प्रतिस्थापित करने पर हम पाते हैं, कि 
है 


अजआ _ 0 


जज औज-ज» ॥ 


् (2०५४०) 






इसप्रकार जल _ | 
इसाकरीर नि 


जिससे प्राप्त होता है 


रॉ (५) 


(० + 7.0 


झजे॑. के 
॥+7/ 


(/2+#0) 
नकल आकृति 0.0 


अत: बिन्दु ए, जो बिन्दुओं ४(५। ».) और 8 (७ ».) के मिलान को अन्तत्तः ॥: # के अनुपात में 
विभक्त करता है, के निर्देशांक हैं 


। (09 +आ| /७७ + 77५ ] 


इसीप्रकार 9 


(2) 


टिप्पणी : अन्त: विभाजन के विभाजन सूत्र को याद रखने के लिए यह देखना सहायक है, कि 
! को इससे दूर वाले निर्देशांक से गुणा करना होता है और इसी प्रकार #% को भी इससे दूर वाले 
निर्देशांक से गुणा करके इनके 


योगफल को ॥+# से भाग देते | 4 किक का! को 
है। इसको आकृति 0.] में वक्र 


रेखाओं पर तीर के निशान द्वारा 


(+आ॥) .. [+7%# 





दर्शाया गया है। 5 2८ किक ५५७) 
आकृति 0. 
विशेष स्थितियां ढ 
. बिन्दु & ७, » ) और 8 (८,, »)) को मिलाने वाले रेखा-खण्ड का मध्य बिन्दु, 
टेप ओऔआज 2 
। है हज हि] 


जो कि सूत्र (2) में /और ऋ को से विस्थापित करके हमें प्राप्त होता है। 
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2, यदि बिन्दु 7 बिन्दुओं & (४, »| ) और 8 (५,, ))) को मिलाने वाले रेखा खण्ड को (#:।) 


८ + ४] (५०+ 


के अनुपात में अन्त: विभाजन करता है, तो 7 के निर्देशांक ॥ जय इक ) होते 





हैं। पद-संहति (2) के अंश तथा हर में # का भाग देकर प को # से विस्थापित करने 
पर हम अभीष्ट परिणाम पाते हैं। | 
द्वितीय स्थिति-बाहुय-विभाजन (#डाश्याब एऐशंडंणा) 


यदि बिन्दु 7७, )) रेखा-खण्ड &8 को /: # के अनुपात में बाहयतः विभकत करता है, 
जैसा कि आकृति 0.2 में प्रदर्शित है, तब यह सरलतापूवक्र देखा जा सकता है, कि बिन्दु 8, 
&? को ((-%) : # के अनुपात में अन्ततः विभकत करता है इस प्रकार सूत्र (2), जो अन्तः 
विभाजन के बिन्दु के लिए है, के द्वारा 

(-#8)2+ 75 (- री नाका 
ध्थ दिन का +ऋ्र, और 0925 शमन बा 

(02 ५ 7० रे (99 -+ 77 (८ 
कि जा जा लय 
अतः बिन्दु ? के निर्देशांक जो »8 रेखा खण्ड के 
बाहयत: /: # के अनुपात में विभकत करता है, 


(09 “ आफ 92-77 
(-का .. [>क 








इस प्रकार ४ 





हैं| 
एक रेखाखण्ड को (अन्ततः या बाहयतः) विभाजित करने वाले बिन्दु हेतु निर्देशांक के व्युत्पन्न 
सूत्र को विभाजन सूत्र ($6०४णा एणाए्ण9) कहते हैं। 

उदाहरण 7 बिन्दुओं (0, 4) और (2, 0) को मिलाने वाली रेखा पर ऐसा बिन्दु ज्ञात कीजिए, जो 


रेखाखण्ड' को 
0) अन्ततः 2:3 के अनुपात में कक हा 
2 न 


क.....8€६०६€>लब६बन+++-.७-.....>ै््व लत तुहस्‍तस्‍स्‍भ+_..ं३न० 


आकृति 0.॥2 





() बाहूयत: 3:2 के अनुपात में हम] शी 8(2,0) 
विभक्त करता है| आकृति 0.43 
हल 0) यहां बिन्दु (0, 4) और (2, 0) हैं, और विभाजन अन्ततः 2:3 के अनुपात में है। 


आकृति 0.3 से बिन्दु ए के निर्देशांक 
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2.2+3.0 2.0+3.4 4 2 * हर 
2+3 *” 243 |॥[(575 
45 /3(0,4)  ' 
(स्‍) यहां अनुपात 3:2और विभाजन बाहयतः है जैसा कि 


आकृति 0.4 में प्रदर्शित है| 
अत: आकृति 0.44 के अनुसार बिन्दु ? के निर्देशांक 


3.2-2.0 3,0-2.4 


उदाहरण 8 बिन्दुओं (7, -3) और (5, 2) को मिलाने से बने 
रेखा-खण्ड को »-अक्ष जिस अनुपात में विभाजित करती 
है, उसे ज्ञात करें| 

हल मान लीजिए कि #-अक्ष पर स्थित बिन्दु 

(०, 0), #8 को #: । के अनुपात में विभकत करता है आकृति 0.॥4 
जहाँ & तथा 8 क्रमशः (7, - 3) और (5, 2) हैं। हमें # 
का मान ज्ञात करना है| इसके लिए हम केवल बिन्दु 
के कोटि का प्रयोग करते हैं जो शून्य है।' 











26 -3 
इसलिएं “न 
3 
या 2 3, अर्थात, #- 5. 
अतः: अभिष्ट अनुपात प्र : | अर्थात 3: 2 है। आकृति 0.5 


उदाहरण 9 सिद्ध कीजिए कि त्रिभुज जिसके शीर्ष 8(७,, »,), 30७, 32) और (१(५५, ),) हों, 
उसकी माध्यिकाएं संगामी होती है। संगमन बिन्दु (अर्थात केन्द्रक) के निर्देशांक भी ज्ञात करें। 
हल मान लीजिए कि 80, ४0 तथा «8 भुजाओं के मध्य बिन्दु क्रमशः 0), & तथा 7 हैं। अतः 


“9, 88 और (फ्त्रिभुज »80 की माध्यिकाएं है। मध्य बिन्दु सूत्र से बिन्दु 0, & तथा 7 के 
निर्देशांक क्रमशः 


औ2 के 23 9७ ने 0३ है| के ३ 0 7 ४७ ठै[ 22 0 ने 02 


अब बिन्दु 6 पर विचार करें जो रेखाखण्ड »]) को अन्ततः 2 : । में विभाजन करता है। विभाजन 
सूत्र से हम 0 के निर्देशांक 
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जप 
90% 72 ठ 2+(0५) 2४४१०) /-22+00) 


2+] . उका 


डे न ज9 + हे. | + 9७2 + 0३ 
अथवा जल अर अधयक आओ 
पा सकते हैं। 
अब बिन्दु 5“ पर विचार करें जो 88 को 
अन्ततः 2: के अनुपात में विभक्त करता है| 





8(2, ५2) 2५+:6 , /278# 00% 9) 
पुनः विभाजन सूत्र द्वारा 5" के निर्देशांक एव) हर 
॥ हा ज्णाण 3 आए 227) 23 ॥ हैं। आकृति 0.6 


इसी प्रकार माध्यिका (४ पर स्थित बिन्दु 5#* का निर्देशांक जो इसे अन्ततः 2:। में 
विभक्त करता है लक बडे जा हैं। अतः सभी तीन बिन्दु 0, 0# तथा 0#* 
संपाती हैं | उपर्युक्त से स्पष्ट है, कि बिन्दु [2:75 चित सभी माध्यिकाओं का 
सर्वनिष्ठ बिन्दु है| इसलिए त्रिभुज »380 की माध्यिकाएं संगामी हैं | माध्यिकाओं का संगमन-बिन्दु 
त्रिभुज का केन्द्रक कहलाता है। 


3 
टिप्पणी त्रिभुज के केन्द्रक के उपर्युक्त निर्देशांक का प्रयोग सूत्र के रूप में भी किया जा सकता 
है। 
उदाहरण 0 किसी त्रिभुज के केन्द्रक के निर्देशांक (5, 2) हैं। यवि इस त्रिभुज के दो शीर्ष 
(2५3, -] और (2.5, 5) हैं, तो त्रिभुज के तीसरे शीर्ष को ज्ञात कीजिए | 
हल मान लीजिए की त्रिभुज का तीसरा शीर्ष 7 (५,)) है अतः ब्रिभुज के केन्द्रक के निर्देशांक 
॥ &+ 243 + 243 »-+5 । 


82 प७ ३ 70070 | हैं 
अतः त्रिभुज 880 के केन्द्रक के निर्देशांक जज 272१२ | हैं। 


3 3 
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या [० ४ हैं | 


ठु ठ 
परन्तु ज्ञात है, कि त्रिभुज के केन्द्रक के निर्देशांक ( (3 हैक 2) हैं। सा 
इसलिए के न ट] 
या हऋल-अी 
और ्ा 52 या»/-2. (2037 2+8,5] 
अतः तीसरे शीर्ष के निर्देशांक [-,/5, 2) हैं। आकृति 0.07 


उदाहरण ॥7 त्रिभुज जिसके शीर्ष (५, ».), 90७, 32) और 0(५., 35) हैं, इसके अन्त: केन्द्र के 
निर्देशांक ज्ञात कीजिए तथा यह भी दर्शाइए कि त्रिभुज ७3८ के कोणों के अन्तः समद्विभाजक 
संगामी होते हैं। 

हल हम जानते हैं, कि त्रिभुज का अन्त: केन्द्र त्रिभुज के कोणों के अन्तः समद्दिभाजकों 
का प्रतिच्छेदन बिन्दु होता है। मान लीजिए कि शीर्ष &,8 तथा ९ की क्रमशः सम्मुख भुजाएं 
4, 2, ८ हैं| 


मान लीजिए कि कोण & का अन्तः समप्विभाजक ४7), भुजा 80 से बिन्दु 7) पर मिलता है 
(आकृति 0.8)। अब 


लक ] 
एछट #ट 5 कं 
अर्थात बिन्दु 0 रेखाखण्ड 8८ को अन्ततः ०:४ के अनुपात में विभक्‍त करता है 
इसलिए विभाजन ससूंत्र से 9) के निर्देशांक ह 2००७) 
ः ८0 
292 +८७ 299+०५ है 
छकट .. 0+८ 


मान लीजिए कोण 9 का अन्त: समद्विभाजक 


“थे से बिन्दु ] पर मिलता. त्रिभुज 887 में 
बिन्दु ।, ४79 को ८2 


में हें ( १०73 
&8 : 80 के अनुपात में विभक्‍त करता हैं. «8४ कक 7 की 
अर्थात्‌ आकृति 0,8 
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88 
[0 807 (2) 
परन्तु समीकरण (॥) से हम जानते हैं, कि 
20 की औड क//+ 
छ0 ४9 छ९-छ0 ०७ 
3) ८ ८ 
या गे जज कल 


(2) में प्रतिस्थापित करने पर हम पाते हैं कि 
हर । ८ 


पछ के कट 
9+८ 
4 ]_ 0+८ 


या क़् तल लक ४ 


अतः बिन्दु ॥, &7 को अन्ततः 
(४+०): 4 के अनुपात में विभकत 
करता है (आकृति 0.9) | इसलिए (2०, ५0) 











वर रा ०८. 79.+ ८0 ) 
ते 9+८2 9+ ८2 





बिभाजन सूत्र से बिन्दु ॥ के आकृति 0.9 
निर्देशांक 

2+०८) (७७ +८७)। 0+८00७५ +०५) 

न्जिणाज जग कक अन्य ++5+ ८ 

2+८ 2+८ 
4+829+८ गे ध+89+८ 

दंड +222 + ८53. 4७ +992 + ८१५ है 

3३ धक_2क+ट.. ध+89+८ हैं 


इस परिणाम की सममितता प्रकट करती है कि कोणों 8 और 0 के अन्तः समद्विभाजक 
रेखाएं जिस बिन्दु पर प्रतिच्छेदित करती हैं, उसके निर्देशांक वही हैं जो बिन्दु [के हैं। 


इस प्रकार त्रिभुज के कोणों के सभी अन्तः समद्विभाजक संगामी होते हैं, और इनके संगमन 
अिक्शाक (0 न 8209 + ८४3. 9 + 209 + ८१४५ है ; ह त्रिभुज 
बिन्दु के निर्देशांक बह एम अवगत के ज ] हैं। इस संगमन बिन्दु को त्रिभुज 
480 का अन्त: केन्द्र कहते हैं। 
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प्रश्नावली 0.3 


प्रश्न | से 5 तक में दिए बिंन्दुओं के अनुसार रेखाखण्ड # छ को दिए अनुपात में अन्तत: विभक्त करने 
वाले बिन्दु के निर्देशांक ज्ञात कीजिए। 


4. 
2, 
3. 
4. 
5. 


8 (,-3), 8 (-3, 9) अनुपात  : 3. 
& (-, 0), 8 (्दरग अनुपात 2 : [. 
# (-2,-(), 9 (4, 3) अनुपात 2 : 3. 
# (5,-4), 8 (-3, 2) अनुपात  : 2. 


2 (-, 4), 8 (0, -3) अनुपात! : 4. 


निम्नांकित प्रश्न 6 से 9 में दिए गए बिन्दुओं के अनुसार रेखाखण्ड &8 को दिए गए अनुपात में बाहयतः 
विभकत करने वाले बिन्दु के निर्देशांक ज्ञात कीजिए। 


6. 
है 
8. 
9 


0. 


]4, 


& (6, 4), 8 (-2, 5) अनुपात | : 2. 

& (0,-4), 3 (8, 0) अनुपात 4 : 3. 

8 (, 2), 8 (-4,-3) अनुपात 2 : 3. 

& (2,-6), 3 (4,3) अनुपात 3 : 2. 

उस अनुपात को ज्ञात कीजिए, जिसमें बिन्दुओं (2, -3) और (5, 6) को मिलाने वाला रेखाखण्ड 
() #-अक्ष 00) »-अक्ष द्वारा विभाजित होता है। 

बिन्दुओं (3, 5) और (-7, 9) को मिलाने वाले रेखाखण्ड को बिन्दु | ,6 किस अनुपात में 
विभाजित है? 


प्रश्न 2 से 4 में दिए गये शीर्षों वाले त्रिभुज के केन्द्रक. ज्ञात कीजिए | 


]2, 
43. 
44, 
45. 


6. 


]7. 


(-, 4), (5, 2), (-, 3), 

(, -)), (4, 3), (, ।). 

(5, 4), (, ), (0, ). 

उस त्रिभुज के तीसरे शीर्ष को ज्ञात कीजिए, जिसके दो शीर्ष (-2, 4) और (7,-3) हैं तथा 
उसका केन्द्रक (3, 2) है। 


उस त्रिभुज के अन्तः केन्द्र के निर्देशांक ज्ञात कीजिए, जिसके शीर्ष (7, -36), (7, 20) और 
(-8, 0) हैं। 


सिद्ध कीजिए कि बिन्दु (-2, -), (, 0), (4, 3) और (, 2) एक समान्तर चर्तुभुज के शीर्ष हैं। 
(संकेत : समान्तर चर्तुभुज के विकर्ण परस्पर समद्विभाजित करते हैं।) 
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0.5 त्रिभुज का क्षेत्रफल (4६४ ० ॥ पपंज्ञा20९) 
आइए हम उस त्रिभुज, के क्षेत्रफल के लिए सूत्र व्युत्पन्न करते हैं जिसके शीर्ष &(5]. »॥) 
805. ३०) और (.(७३, 93) है | 
बिन्दुओं ७, 8 और ९! से ,-अक्ष पर लम्ब खींचिए, जो उससे बिन्दु ., 8 और [५ पर क्रमशः 
मिलते हैं। आकृति 0.20 से सुस्पष्ट हैं, कि का 
व्रिभुज ७ ७8८ का क्षेत्रफल - समलम्ब 
छशा.& का क्षेत्रफल + समलम्ब 
&प(' का क्षेत्रफल - समलम्ब 
छ५भाप८० का क्षेत्रफल (।) 
अब आकृति 0.20 से 
शा,-0/,- 00 ०» - 2, 
पर 5 (पघ - 0, 5-०], 
और शाप + 0 - 0५ < ४. - 53 





आकृति 0.20 


साथ ही. ध8>७ ;7.0 59 और ९८-3५ 
स्मरण कीजिए कि एक समलम्ब का क्षेत्रफल 

प् तर (समान्तर भुजाओं का योगफल) » (समान्तर भुजाओं के बीच की दूरी). 
इसलिए 


समलम्ब छ8|शा,& का क्षेत्रफल 5 _ (8 +,0) शा , - नर 09 + 0) ७-22) 


(| 


[ ] 
समलम्ब #7प९ का क्षेत्रफल > 5 0.0 + ९) 7 5 0+ 39) 0७३८ 5) 


] ] 
और समलम्ब छशीप का क्षेत्रफल 5 5 (0५8 + ऐि0) शी 5 ठ 0५ + 33) 08 7 52): 
उपर्युक्त मानों के समीकरण (॥) में रखने पर हम पाते हैं कि त्रिभुज 880 का क्षेत्रफल 


] ] है 
>ः तर (५० + )) |: 50) + ठ (७ + 93) ७३ 75) ८ मर (७३ + 3५) (०३-००) 


् ग ए (09 ८ 39)+ 32 05 7 »)+ २5 0 ८ 02) 


3]0 गणित्त 


कभी कभी क्षेत्रफल की उपर्युक्त पद-संहति ऋणात्मक चिद्दन दे सकती है। यह चिह्न वह 
क्रम इंगित करता है जिसमें शीर्ष &, 8 तथा (! लिए जाते हैं। (घड़ी की सूई के विपरीत दिशा 
में धनात्मक और घड़ी की सूई की दिशा में ऋणात्मक)। तथापि मात्रा (7४870) की दृष्टि 
में क्षेत्रफल का मान शीर्षो के क्रम में परिवर्तन कर देने पर प्रभावित नहीं होता है। इसलिए त्रिभुज 
के क्षेत्रफल के लिए हम उपर्युक्त ब्यंजक का निरपेक्ष मान लेते हैं। 


] 
इस प्रकार त्रिभुज का क्षेत्रफल - व |2(02-232+32 087 »)2+ 55 0:799)| 
टिप्पणी 


. उपर्युक्त ब्यंजक के उपपत्ति में त्रिभुज के सभी शीर्ष प्रथम चतुर्थाश में लिए गए हैं। तथापि 
यदि शीर्ष विभिन्‍न चतुर्थाशों में स्थित हों तो त्रिभुज के क्षेत्रफल के लिए हम यही परिणाम 
पाते हैं। 


2. बहुभुज के क्षेत्रफल को भी वैश्लेषिक-ढंग से ज्ञात किया जा सकता है। इसके लिए 
बहुभुज क्षेत्र को असंयुक्‍त त्रिभुजों में विभकत करके उनके क्षेत्रफलों को जोड़ दिया जाता 
है। 

0.5. तीन बिन्दुओं के संरेख होने का प्रतिबन्ध ! 

तीन बिन्दु & (६, 9»), 30०, 9) और ((५,, १.) तब और केवल तब संरेख होते हैं, जब यदि 

त्रिभुज 88८ का क्षेत्रफल शून्य हो। अतः बिन्दु & (|, »|), 30७, 39) और (९ (४५, 35) तभी और 
केवल तभी संरेख होगें जब 

] 

ठ्। ते (9-० 29) + 32053: 02+ 53 0७ 7392) | 50 

अर्थात्‌ 2 (७०८ 39) + 320५ ८ 0) + ४३(9| ८ »)) * 0. 

उदाहरण 2 उस त्रिभुज का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए जिसके शीर्ष (4, 4), (3, -2) और (-3, 6) 

हैं। 

हल शीर्षों (4, 4), 8(3, -2) और ((-3, 6) से बने त्रिभुज का क्षेत्रफल 


॥ 


तर [4(- 2-6) + 3(6 - 4) + (-3) (4 + 2)| 


[॥ 
ते व ([-72+ 36 - 8|[ < [- 27. 


इसलिए अभीष्ट क्षेत्रफल - 27 वर्ग इकाई 


कार्तीय समकोणिक न+निर्देशांक निकाय 3॥! 
उदाहरण 3 दर्शाइए कि बिन्दु (-, -), (2, 3) और (8, |) एक रेखा में हैं। 
हल दिए गए बिन्दुओं को शीर्ष लेकर, बने त्रिभुज का क्षेत्रफल 
| 
6 ८5 >5|7(03-)+2 (] - (-))+8( - -3) | 
>> ञर 8 + 24 - 32| - 0. 


इसलिए दिए गये बिन्दु संरेख हैं। 


उदाहरण 4 » के किन मानों के लिए बिन्दुओं (5, -), (५, 4) और (6, 3) से बने त्रिभुज का 
क्षेत्रफल 5.5 वर्ग इकाई है? 


हल॑ दिए गए बिन्दुओं को शीर्ष लेकर, बने त्रिभुज का क्षेत्रफल 
॥ 
0 5 ठ5[स्‍5(4-3)+%(3+)+6(--4)| 


5. ठ5+%-30। 5 तु |45-25' 
परन्तु ज्ञात है कि त्रिभुज का क्षेत्रफल ८ 5.5 वर्ग इकाई 
अर्थात्‌ जु4४ -25- 5.5 ह 
या |(4%0-25।- || 
अतः या तो 4६-25 - ], अर्थात, .( ८ 9 


है। 
या 4 - 25 +-, अर्थात, >> ऊर 


उदाहरण 5 उस चर्तुभुज का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए, जिसके शीर्ष (2, |) (6, 0) (5, -2) और 
(-3, -) हैं | 


हल मान लीजिए कि बिन्दु (2, ), (6, 0), (5, -2) और (-3, -]) क्रमशः &, 8, ९ और 9), को 
व्यक्त करते हैं। 


अब त्रिभुज ७80 का क्षेत्रफल 


मम ज2(0५2) + 6(-2-) + 5(-0)| 


4.5 वर्म इकाई। . 
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और त्रिभुज ७९0) का क्षेत्रफल 


नर 2(-2-(-)) + 5(--)) - सिम 





]0.5 वर्ग इकाई | 


9[-3,-) 


आकृति 0.2। से स्पष्ट हैं, कि 


चर्तुभुज 88070 5 ४80 का क्षेत्रफल + 05.2] 
त्रिभुज 0009 का क्षेत्रफल 
आकृति 0.2 


4.5 + 0.5 - 5 वर्ग इकाई 
ह प्रश्नावली 0.4 

प्रश्न ] से 4 तक में दिए बिन्दुओं के शीर्ष वाले त्रिभुज का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 

. (0, 0), (।, 0), (, ). ' 

2, (-2, ।), (2, -3), (4, 4). 

3. (3, 8), (-4, 2), (5, -]). 

4. (2, 7), (3, -), (-5, 6). 

दिखाइए कि प्रश्न 5 से 7 में दिए बिन्दु संरेख हैं। 

5. (2, 4), (0, ।), (4, 7). 

6. (-2, 5), (2, -3), (0, !), 

7. (-5, 7), (-4, 5), (, -5). 

» के किन मानों के लिए प्रश्न 8 और 9 में दिए गए बिन्दु एक रेखा में होंगे? 

8. (७,-), (2, !) (4, 5). 

9, (20, 2 ४+ 2), (3, 2 ४ + ), ([, 3 +). 

॥0, वह प्रतिबन्ध ज्ञात कीजिए, जिसके अर्न्तगत बिन्दु (६, )), बिन्दुओं (3, 4) और (-5, -6) को मिलाने 
वाली रेखा पर स्थित होगा। 


], » के किन मानों के लिए बिन्दु (, -) (2, )) और (4, ») संरेख होंगे। 


कार्तीय समकोणिक निर्देशांक निकाय 3॥3 
निम्नांकित प्रश्नों [4 और ।5 में से प्रत्येक में दिए गए बिन्दुओं के शीर्ष वाले चर्तुभुज का क्षेत्रफल ज्ञात 
कीजिए | 
4, (0, 0) (6, 0) (4, 3) (0, 3). 

5, (0, 0) (७, 0) (०, ४), (0, 0). 
86, एक त्रिभुज जिसके शीर्ष (2, ।), (-2, 3) और (4, -3) हैं, इसकी भुजाओं के मध्य बिन्दुओं के शीर्ष 

वाले त्रिभुज का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
0.6 रेखा की प्रवणता (8]0/6 0 9 ॥॥0) 
निर्देशंक तल में एक रेखा &-अक्ष के साथ दो कोण बनाती है, जो परस्पर संपूरक होते हैं| कोण 
मान लीजिए, 9) जो रेखा !, ल्‍-अक्ष की धनात्मक दिशा के साथ बनाती है, उसे रेखा । का झुकाव 
(॥07क्षांणा रण ॥8 ॥76 /) कहते हैं। स्पष्टत: 0९<89<80" (आकृति 0.22) जहाँ, 8 
धनात्मक अक्ष से घड़ी की सुई की विपरीत दिशा में मापा जाता है। 

हम देखते हैं, कि »-अक्ष पर संपाती रेखाओं ॥॥ 

का झुकाव 0"होता है। एक ऊर्ध्व रेखा ($-अक्ष के ह 
समान्तर या संपाती) का झुकाव 90० है। 






परिभाषा यदि 8 किसी रेखा | का झुकाव है, तो (89 
को रेखा / की प्रवणता कहते हैं। 


वह रेखा जिसका झुकाव 90" है, उसकी प्रवणता 
परिभाषित नहीं है। एक रेखा की प्रवणता को # से 
व्यक्त करते हैं। 


आकृति 0.22 


अतः #< था 0, 0%90" 
यह देखा जा सकता है कि »-अक्ष की प्रवणता शून्य होता है और ;-अक्ष की प्रवणता परिभाषित 
नहीं है। 


0.6.। रेखा की प्रवणता, जब उस पर दो बिन्दु दिए गए हों हम जानते हैं, कि यदि एक 
नल आना पं क्‍ीफन -कगण नहीं. लगे आना गागॉज्यिणा गज्थिपिल होली है। अतः क्षम रेखा की की प्रवणता 


3]4 गणित 





आकृति 0.23 (0) 





>-अक्ष पर 07, तथा 7२९) पर ए५ लम्ब खींचिए (आकृति 0.23 ()) और (आकृति 0.23 (8)). 


स्थिति 0) जब 86 न्यूनकोण है। 

आकृति 0.23 (0) में, 2५7०0 - 8. 

इसलिए. रेखा | की प्रवणता ८ # ८ (५॥ 9. 
परच्तु त्रिभुज # ॥४९( में 


9 2-72! 


(009 < 
॥4॥ % गम] । | हु 


समीकरण (॥) तथा (2) से हम पाते हैं कि ॥7८ या । 
?िएर 


स्थिति () जब 9 अधिक कोण है। 

आकृति 0.23 () में 
“५९0 - (80" - 0) 

इसलिए. 9-80" - “५70. 

अब रेखा 7 की की प्रवणता कर <धा) 9 
5. [थ॥ (80" - “५००0) 
झः.. +था 2४०७ 


रे [ (3 आम 27 
कु ० 5 22 
22230] 

2] धक्का । हि 





() 


(2) 


कार्तीय समकोणिक निर्वेशांक निकाय 3।5 
फलतः दोनों स्थितियों में बिन्दु (५६, »,) तथा (७, »,) से जाने वाली रेखा की प्रवणता 
2 7 | 


7 + 
39 5-0 


टिप्पणी तीन बिन्दु &, 8 और ८ संरेख होते हैं यदि और केवल यदि #8 की प्रवणता- 80 की 
प्रवणता 


0.6.2 दो रेखाओं के समान्तर और परस्पर लम्ब होने का प्रतिबन्ध॒ मान लीजिए 
कि अऊर्ध्व रेखाओं ॥ और ॥, जो एक निर्देशांक तल में है जिनके की प्रवणता क्रमशः #। 
तथा #0 हैं 


मान लीजिए कि इनके झुकाव क्रमश: ७ और 0 हैं | 
यदि /[ और /, समान्तर रेखाएं हैं (आकृति0.24) तब उनके झुकाव समान होगें 
यदि ०- 3 और (व ०७८ था 0 
इसलिए #] 5 #०, अर्थात उनकी प्रवणता बराबर हैं। 
विलोमत: यदि दो रेखाओं /, और ॥, की प्रवणता बराबर हैं 
अर्थत्‌.. #] ८70 - 
तब शा ० > था 3 
#0श। फलन के गुणधर्म से (00 और 80" के 
बीच), ०८ 3 
अतः रेखाएं समान्तर हैं। 

अतः दो अऊर्ध्व रेखाएं |, और /, समान्तर 
होती है, यदि और केवल यदि उनकी प्रवणता 
समान हैं 





आकृति 0.24 


यदि दो रेखाएं ॥| और ॥, परस्पर लम्ब हैं (आकृति 0.25) 
तब - 0०.+ 900 
इसलिए. श्वा 3 था (०+ 90०0 


ध 
0६ 





बट - 000 00 ८ -+ 
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| 
अर्थात 02 तन 77 णका| ॥72 57 ध 
रे क्र 


विलोमत: यदि | 7 रत ८ ्‌ 


अर्थात्‌. लाएशा35-. 





तब, 0<-०0 359॥ (3+90? या 
0) (8 -90") 

इसलिए ०और 3 का अन्तर 90" है | 

अतः रेखाएं ।, और ।, परस्पर लम्ब हैं। आकृति 0.25 

अतः दो अऊर्ध्व रेखाएं !, और ॥, परस्पर लम्ब होती है, यदि और केवल यदि उनकी प्रवणतायें 

परस्पर ऋणात्मक प्रतिलोम होती हैं। 


॥ 
अर्थात्‌ 7.5 7 मं या क्| #7 5 - . 
हु ॥। 


उदाहरण 6 एक रेखा की प्रवणता #< 3 दिया गया 
है। उस रेखा का झुकाव ज्ञात कीजिए | 
हल मान लीजिए कि रेखा का झुकाव ७ है। इसलिए 
वा 0.८ ट 
चूंकि 0९ < ० < 80* हमें प्राप्त होता है 
0< 60", आकृति 0.26 





उदाहरण 7 ज्ञात कीजिए कि बिन्दुओं (-2, 6) और (4, 8) से जाने वाली रेखा, बिन्दुओं (8, 2) 
और (4, 24) से जाने वाली रेखा पर लम्ब, अथवा समान्तर या न तो लम्ब और न समान्तर है। 


हल बिन्दुओं (-2, 6) और (4, 8) से जाने वाली रेखा की प्रवणता 





बिन्दुओं (8, 2) और (4, 24) से जाने वाली रेखा की प्रवणता 


24-2 
आह ४ 





ग्ठ रे 


कार्तीय समकोणिक निर्देशांक निकाय 37 
स्पष्टतः #] # 7० - इसलिए रेखाएं समान्तर नहीं है। 
तथापि ॥ 77 २ तर (-3)-<+-| . 
अतः रेखाएं परस्पर लम्ब हैं । 


उदाहरण 8 दिखाइए कि बिन्दु (, !), (2, 3) और 
3, 5) सरेख हैं। 

हल मान लीजिए कि बिन्दु (, ), (2, 3) और (3, 5) 
क्रमशः ७, 8 और ९! हैं। अब 


*.3 की प्रवणता < >-++ 5८2 


और 80 की प्रवणता < >> 52. 


इसलिए #983 की प्रवणता - 30 की प्रवणता 
अतः बिन्दु &, 8 और ८! संरेख हैं ; आकृति 0.27 





उदाहरण 9 प्रवणता को प्रयुक्त करते हुए सिद्ध कीजिए कि बिन्दु (-2, -), (4, 0) (3, 3) 
और (-3, 2) एक समान्तर चर्तुभुज के शीर्ष हैं। 

हल मान लीजिए कि बिन्दु (-2, -), (4, 0), ्ई 

(3, 3) और (-3, 2) क्रमशः ७, 8, (! और 7) हैं। अब 


0-(-7/) | 
/# ३ की प्रवणता < हा आम 





4-2) 6! 
तक ता 
8८ की प्रवणता > उ्ुटप्रू "८ 
3-2 ] 
(!) की प्रवणता « ठत्ञ 6 
से 2- (-) 
948 की प्रवणता - “वुल्फ 5-3. आकृति 0.28 


स्पष्ट है कि 88 और 80 की प्रवणता विभिन्‍न हैं, इसलिए बिन्दु »&, 8 और (? संरेख नहीं 
है। इसी प्रकार बिन्दु &, 0 और 0: संरेख नहीं है। अतः दिए बिन्दुओं से एक चर्तुभुज बनता है। 

चूंकि ७83 की प्रवणता - (१9 प्रवणता इसलिए ७8, (7) के समान्तर है और छट की 
प्रवणता - 06 की प्रवणता अर्थात 80, 02 के समान्तर हैं। इस प्रकार चर्तुभुज 88000 को 
सम्मुख भुजाएं समान्तर हैं। 

अत: दिए गए बिन्दुओं से एक समान्तर चर्तुभुज बनता है। 
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प्रश्नावली 40.5 
एक रेखा का झुकाव क्या होगा यदि उसकी प्रवणत्ता 
(0) धनात्मक है (9) शून्य है (#) ऋणात्मक है. 69५) परिभाषित नहीं है। 


उस रेखा की प्रवणता क्या होगी, जिसका झुकाव 

0). 60१ (8) 45% (0) 90% (0९) 50" है 
उस रेखा का झुकाव क्‍या होगा, जिसकी प्रवणता 

0) | (|) पर (69) 3 (0५) 0 है। 
निम्नलिखित बिन्दु सुग्मों से जाने वाली रेखा की प्रवणता ज्ञात्त कीजिए 

0) (3, 2), (4, 2) (0) (0,-4), (- 6, 2) (॥) (4, - 6), (-2, -5). 


दर्शाइए कि । बिन्दुओं (2, -3) और (-5, [) से जाने वाली रेखा बिन्दुओं (7, -) और (0, 3) से जाने 
वाली रेखा के समान्तर, तथा बिन्दुओं (4, 5) और (0, -2) से जाने वाली रेखा पर लग्ब है| 


बताइए कि निम्नलिखित प्रश्न 6 से 9 तक प्रत्येक में दी गई दो रेखाएं समान्तर हैं या लम्ब हैं, या न तो 
लम्ब और न समान्तर हैं। ' 


6. 
पा 
8. 
9. 


0. 
, 


42, 


43. 


बिन्दुओं (5, 6) और (2, 3) से जाने वाली: बिन्चुओं (9, -2) और (6, -5) से जाने वाली 
(8, 2) और (-5, 3) से जाने वाली; (6, 6) और (3, 5) से जाने वाली 
(2,-5) और (-2, 5) से जाने वाली; (6, 3)) और ((, |) से जाने वाली 
(9, 5) और (-, |) से जाने वाली; (8, -3) और (3, -5) से जाने वाली 
» ज्ञात कीजिए जबकि बिन्दुओं (2, 5) और (५, 3) से जाने वाली रेखा की प्रवणता 2 हो | 


» का वह मान ज्ञात कीजिए ताकि बिन्दुओं (3, )) और (2, 7) से जाने वाली रेखा बिन्दुओं (-],4) 
और (0, 6) से जाने वाली रेखा के समान्तर हो। 


पैथागोरस प्रमेय का प्रयोग किए बिना दर्शाइए कि बिन्दु (4, 4), (3, 5) और (-, -) एक समकोण 
त्रिभुज के शीर्ष हैं। 


एक चर्तुभुज के शीर्ष (-4, 2), (2, 6), (8, 5) और (9, -7) हैं| दर्शाइए कि इस चर्तुभुज की भुजाओं 
के मध्य-बिन्दु एक समान्तर चर्तुभूज के शीर्ष हैं। 


0.7 निर्देशांक्षों पर एक रेखा के अन्त: खण्ड (ग्रांश८०ए७) 


एक रेखा निर्देशांक्षों का प्रतिच्छेदन कर सकती है अथवा नहीं कर सकती। यदि रेखा निर्देशांक्षों 
को प्रतिब्छेदित करती है, तो प्रतिच्छेदन बिन्दुओं का विशिष्ट महत्व होता है। उस बिन्दु का भुज 
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जहां रेखा #-अक्ष को काटती है, उसे »- अन्त: खण्ड 
(#-थ८००), और उस बिन्दु की कोटि जहां रेखा 
#- अक्ष को काटती है, उसे रेखा का $-अन्तः खण्ड 
(#-/४९००ए) कहते हैं। 
इस प्रकार आकृति 0.29 में 
रेखा / का >-अन्त: खण्ड + 08-०८ 
और रेखा ॥ का »-अन्त खण्ड - 08 - ४. 


बिन्दुओं & और 9 के निर्देशांक क्रमशः (७, 0) और 
(0, 9) हैं (क्यों?) 


0.8 बिन्दुपथ और इसका समीकरण (.00 ब्रा0 5 एा4नांणा) 


हम जानते हैं, कि बिन्दु को इसके निर्देशांकों के द्वारा एक समकोणिक निर्देशांक तल में 
निरूपित किया जा सकता है। जब किसी बिन्दु के भुज और कोटि क्रमशः » और » द्वारा 
निरूपित किया जाय, तब बिन्दु ? (५, 3)) को कार्तीय तल का व्यापक बिन्दु कहते हैं। व्यापक 
बिन्दु (५, 3) के निर्देशांकों में » और » दोनो चर राशियां है, इसलिए बिन्दु 7 को एक चर बिन्दु 
भी कहते है। जब बिन्दु 7? निर्दिष्ट प्रतिबन्ध के अर्न्तगत गमन करता है, तो 7 द्वारा अनुरेखित 
पथबिन्दु का बिन्दुपथ (!०८४७) कहलाता है | निर्देशांक ज्यामिति में हमारे समक्ष मुख्यतः दो प्रकार 
की समस्‍यायें आती हैं। 


]. एक चर बिन्दु का बिन्चुपथ (ज्यामितीय प्रतिबन्ध) दिए जाने पर समगंत समीकरण 
(बीजगणितीय सम्बंध) प्राप्त करना। 





आकृति 0.29 


2, समीकरण के दिए होने पर संगत वक्र ज्ञात करना। 
0.8. बिन्दुपथ का समीकरण 


जब एक बिन्दु का बिन्दुप्थ ज्ञात होता है जो निर्दिष्ट 
प्रतिबन्धों को संतुष्ट करता है तब हम बिन्दुपथ के व्यापक 
बिन्दु ९८६, )) के भुज # तथा कोटि » के बीच सम्बंध 
स्थापित करते हैं। यह सम्बंध इस प्रकार का होता है कि 
यह बिन्दुपथ के सभी बिन्दुओं द्वारा संतुष्ट होता है, ४ और 
>»के बीच ऐसे सम्बंध को बिन्दुपथ का समीकरण कहते हैं। 





निम्नलिखित उदाहरणों द्वारा हम बिन्दुपध के समीकरण 
ज्ञात करने की विधि स्पष्ट करते हैं। आकृति 0.30 
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उदाहरण 20 ऐसे बिन्दु के बिन्दुपप का समीकरण ज्ञात कीजिए, जिसकी +-अक्ष से दूरी, 
»-अक्ष की दूरी से सदैव दो गुनी होती है। 
हल मान लीजिए कि बिन्दुपथ पर व्यापक बिन्दु ९(५ 3) है। 
अब बिन्दु ए की »-अक्ष से लाम्बिक दूरी 

चर बिन्दु की कोटि 8५ 
और 7? की +-अक्ष से लाम्बिक दूरी 

- बिन्दु का भुज >>. 
प्रश्नानुसार » 5 25 
अतः यही बिन्दुपथ का अभीष्ट समीकरण है 
0,8.2 दिए समीकरण का आलेख 
जब एक समीकरण ज्ञात होता है, तब हम वास्तविक संख्याओं के क्रमित युग्मों के समुच्चय 
(परिमित या अपरिमित) प्राप्त कर सकते हैं, जो दिए गए समीकरण को संतुष्ट करते हैं। इन 
क्रमित-युग्मों को बिन्दुओं के रूप में अंकित करके हम बिन्दुओं को मिलाकर एक वक्र पाते हैं। 
इस वक्र को समीकरण का आलेख या बिन्दुपथ कहते हैं। 


उदाहरण 2 बिन्दु (५, )) के बिन्दुपथ की व्याख्या कीजिए, जो प्रतिबन्ध ,( + 2 - ८2 को संतुष्ट 
करता है। 


हल दिया समीकरण ४? + ५2 - ८? है 

हम जानते है कि ,५?+»* बिन्दु (५,)) की मूल बिन्दु से दूरी है। इसलिए दिया 
समीकरण व्यक्त करता है, कि बिन्दु (६, »)) की मूल-बिन्दु से दूरी का वर्ग 6 एक अचर है। 
इस प्रकार दिया गया समीकरण ऐसे बिन्दुओं के समुच्चय को निरूपित करता है| 

हम जानते हैं, कि ऐसे बिन्दुओं का बिन्दुपथ वृत है। 


अतः दिया समीकरण £ + #*- ८? एक बुत निरूपित करता है, जिसका केन्द्र मूल बिन्दु 
और त्रिज्या 6 इकाई है। 


प्रश्नगावली 40.6 


. (-, -) और (4, 2) से समान दूरी पर होने वाले बिन्दुओ के सम्मुच्चचय का समीकरण ज्ञात 
कीजिए। 


2. ऐसे बिन्दुओं के समुच्चय का समीकरण ज्ञात कीजिए जो बिन्दु (4, 2) और »-अक्ष से समान दूरी 
पर हैं। 
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3, बिन्दुओं 7 (५, )) से बने समुच्चय का समीकरण ज्ञात कीजिए जब रेखा 07 की प्रवणता 3 है तथा 
मूल-बिन्दु 0 है। 


4. ऐसे बिन्दुओं के समुच्चय का समीकरण ज्ञात कीजिए, जबकि प्रत्येक की कोटि संगत भुज से दी 
गई दूरी से बड़ी है। 


5. ऐसे बिन्दुओ के समुच्चय का समीकरण ज्ञात कीजिए कि जिनकी बिन्चुओं (0, 2) और (0, -2) से 
वूरियों का योगफल 6 है। 


6, बिन्दु 7 (६, )) के समुच्चय का समीकरण ज्ञात कीजिए, जिसमे रेखा 07 बिन्दु ? तथा (3, 2) को 
मिलाने वाली रेखा के संपाती हो। 


7, बिन्दुओं (४१+४९, 62-92) और (८४?-७९, 6?+४2) से समान दूरी पर होने वाले बिन्दुओं के समीकरण 
का समुच्चय ज्ञात कीजिए | 


प्रश्नो 8 से |। तक में दिए गए प्रतिबन्धों को संतुष्ट करने वाले बिन्दुओं के विन्दुपण का समीकरण ज्ञात 
कीजिए | 


8, बिन्दु की अक्षों से दूरीयों के वर्ग का योगफल # हो | 
9, बिन्दु की (3, 2) से दूरी, बिन्दु (।, ।) से दूरी का दो गुना हो। 
0, बिन्दु का -अक्ष से दूरी का वर्ग, मूल बिन्दु से दूरी का दोगुना हो। 
प्रश्नों ॥ और 2 में दिए समीकरणों को संतुष्त करने वाले बिन्दु (६, )) के बिन्दुपध की विवेचना 
कीजिए | 
]8. ४-»< 0 
2, (४-2)? + (४-3)? « 25 
विविध उदाहरण 
उदाहरण 22 एक समबाहु त्रिभुज के दो शीर्ष (0, 0) और (0, 2 ४3) हैं। तीसरा शीर्ष ज्ञात 
कीजिए | 


हल मान लीजिए कि त्रिभुज का तीसरा शीर्ष ? (५, )) है और दिए शीर्ष (0, 0) और (0,2 ४3) 
क्रमशः 0 और & हैं। अब 


0 + ईह-णेफ0-णॉ स्का 
08 + (0-०) +-2४ा < 45 
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और कि 


(७-०)+ 0-25) (५ 0 $- 2 5 
आज 02% 403 7 क्री ४ + 9 - 4४39 +2- 


चूंकि त्रिभुज समबाहु है, इसलिए 
07-04 - 67, 


अर्थात्‌ ह2 + ;१2- [22 +)2-4 ७१ ४ + 2. 


इस प्रकार ४ + ४४८ |2. () 
और कक ८ हर + ))-4 ४3 »+ 2, 

या 443%9- [2-0 

या ञ्ल्अ (2) 


() और (2) से हमें प्राप्त होता है #? + (३/9 )2? - 2 
या 9 

या जे के ऊ3े 

अत: त्रिभुज का तीसरा शीर्ष 8,,5) या [-3,,5) है। 


उदाहरण 23 बिन्दुओं (6, -9) तथा (०, 2) को मित्राने वाला रेखा खण्ड मूल बिन्दु पर 8 कोण 
अन्तरित करता है तो ००४ 9 ज्ञात कीजिए | 


हल मान लीजिए कि (७, -0) और (०, ४) क्रमशः बिन्दुओं & और 8 के निर्देशांक हैं| अब त्रिभुज 
058 में हमें दिया गया है कि “8042 < 0, अब दूरी सूत्र द्वारा 


080 + 0-०) +(0+७)- ईव+ 
08 + (0-४) +(0-0)- ४० + ७१ 
और. 8४8 + /७-०१*+(-४-४)*- 26 


त्रिभुज 0898 समद्विबाहु है, इसलिए कोण 808 का समद्विभाजक 07, भुजा ७8 का लम्ब 
समद्विभाजक भी है। 
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ब्रिभुज 0789 से +(०५/) 
है ् मिट अल 
2 3 +0+ 
हमें ज्ञात है कि 
0(0,0) < 
8->]-25$॥77 9 हु 
८०05 ; ठ 
इसलिए 
४“ रो 5. ध्ट 
00 कक बे रे 8(6,-#) 
87+#* धर +8& आकृति 0.3 


उदाहरण 24 बिन्दुओं ?, 0, २ और 8 के निर्देशांक क्रमशः (-3, 5), (4, -2), (#, 32) और (6, 3), 
हैं और त्रिभुजों 70॥२ और (00२5 के क्षेत्रफलों में 2: 3 का अनुपात है तो # का मान ज्ञात कीजिए | 


हल दिए बिन्दुओं से त्रिभुज 707 का क्षेत्रफल 


. 4 एठर |-3(-2-39) +4 (39-5) +# (5+2) | 


॥ 
०] 


] 
नहर |4(2#-]) | 
और त्रिभुज 0२७ का क्षेत्रफल 


“(१२७ 


॥ 


४ ह 
हू |4(-39-3) + |(3+2) + 6(-2-%) | 


१4 


[| 
ठ [25/ +24]. 


प्रश्नानुसार & 2007 : & (२६ 2 : 3. इसलिए 


2879-4| _2 

2579+24| 3! 
अंधोतत 28/-|4 _2 28/9 - [4 __2 
30५ आर काओ / जब कल 


_ 25 या अजवाइन 
श्त््युत हा कान तुत «४ 





जतः 
आकृति 0.32 


324 गणित 


उदाहरण 25 दो बिन्दुओं & तथा 8 के निर्देशांक क्रमशः (-, 4) और (5, ।) है। बिन्दु ? के 
निर्देशांक ज्ञात कीजिए जो कि 8 के बढ़ाए गए भाग पर इस प्रकार स्थित है कि इसकी 8 से 
दूरी, & से दूरी की त्तीन गुनी है। 
हल मान लीजिए कि बिन्दु 7 के निर्देशांक (५, 3) हैं| ज्ञात है, कि ? की 8 से दूरी अर्थात 8९, 
? की » से दूरी की तीन गुनी है। 
अर्थात 

87- 3 ४7. 
अत्त: ?, रेखाखण्ड ७8 को बाहयतः 3: | 
के अनुपात में विभकत करता है। इसलिए 
विभाजन सूत्र से हम पाते हैं, कि 








और न प्रश्न के प ह ह आकृति 0.33 
इस प्रकार अभीष्ट बिन्दु के निर्देशांक [- 4, ऊ | हैं। 
उदाहरण 26 सिद्द कीजिए कि किसी आयत के विकर्णों के वर्गों का योगफल भुजाओं के वर्गों 
के योगफल के बराबर है। 
हल मान लीजिए ७3८ एक आयत है तथा & मूल बिन्दु और आयत की संलग्न भुजाएं & 
से जाने वाले निर्देशांक्षो पर पड़ती हैं। मान लीजिए कि आयत की भुजाएं ८ और ४ हैं| इस प्रकार 
# के निर्देशांक (0, 0) हैं हर 
9 के निर्देशांक (७, 0) हैं 
9 के निर्देशांक (0, 8) हैं 
और. ८ के निर्देशांक (७, ४) हैं। 
अब 238 5 00 <- ८ और ७7) - 80१ ५ ४. 
. इसलिए ह 





लता (0,0) 


आकृति 0.34 


ए > ०-0) + ७-०0)" + 9 
और छा) + ४(०-०)१+ (७-४७ ४ + हर 
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अतः (७९0)? + (87))2 - (७? +92) + (62 +8?), 
अर्थात (40)? + (82)? 5 26? + 20? गा 
और (583)? + (80)? + (१0)? + (७70)? - 47१ + 92 + ८? + 02 - 2 (८2 + 92), (2) 


समीकरण () और (2) से निष्कर्ष निकलता है, कि 
(७0)? + (87): - (७8)? + (80) + (00)? + (७॥70)? 
अर्थात आयत के विकर्णो के वर्गों का योगफल भुजाओं के वर्गों के योगफल के बराबर होता है। 


अध्याय 0 पर विविध प्रशनावली 
(. दूरी-सूत्र के प्रयोग से सिद्द कीजिए कि बिन्दुओ (6, 2), (0, 4) और (4, 6) से जाने वाले बृतत 
का केन्द्र (3, 3) हैं। वृत की त्रिज्या ज्ञात कीजिए | 
20० उन द प्रवणता वाली रेखा, ऊर्ध्व रेखा के साथ किस मान का न्यून कोण बनाती है? 
3. &(2, 3) और 8(-3, 5) को मिलाने वाले रेखाखण्ड को उसके मूल लम्बाई के बराबर दोनों 
ओर बढ़ाया गया है। नए सिरों के निर्देशांक ज्ञात कीजिए। 


4. # (6, 3) को 8(-, -4) से मिलाने वाले रेखा-खण्ड की लम्बाई इसकी दोनों ओर अपनी 
लम्बाई की आधी दूरी तक बढ़ाकर दो गुनी कर दी गई है। नए सिरों के निर्देशांक ज्ञात 
कीजिए। 

5. एक त्रिभुज की भुजाओं के मध्य बिन्दु (3, 4), (4, ।) तथा (2, 0) हैं ।त्रिभुज के शीर्षो को 
ज्ञात कीजिए | 

6. एक त्रिभुज के शीर्ष (2, 2), (0, 6) और (8, 0) हैं। त्रिभुज के प्रत्येक माध्यिका के 
त्रिसम-विभाजक बिन्दु का निर्देशांक ज्ञात कीजिए जो विपरीत भुजा के निकटतर हैं। 

7. एक सम--चर्तुभुज के तीन क्रमागत शीर्ष (5, 3), (2, 7) और (-2, 4) हैं। चौथे शीर्ष को ज्ञात 
कीजिए। 


8. किसी त्रिभुज की भुजाओं के मध्य बिन्दु हि ») ॒ [| हर ) और [० | हैं। त्रिभुज के अन्त: 
केन्द्र के निर्देशांक ज्ञात कीजिए । 


9. त्रिमुज के शीर्ष &(।, 2), 8(-3, 6) और (८४5, 4) हैं। यदि शीर्षो &, 8 तथा (! के सम्मुर 
भुजाओं के मध्यबिन्दु क्रमशः 2, ४ और 7 हों, तो सिद्द कीजिए की त्रिभुज 880 का क्षेत्रफः 
त्रिभुज 798 के क्षेत्रफल का चार गुना है। 
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0, » के मानों को ज्ञात कीजिए जबकी बिन्दु (2», 2), (3, 2:+) और (, 0) संरेख हों । 
१, बिन्दु (6, 0), (0, 0) और (», ») संरेख हैं। प्रवणता को प्रयुक्त करके सिद्ध कीजिए कि 


कट 


ध्एछ < 


2. तीन बिन्दु & (४, »ल्‍), 30८, 92) और (५, )) संरेख हैं तो सिद्ध कीजिए कि 
(४ - हे) (७2 ्द ञ») ता (ज> पक >]) (७-८ ओ)- 


सरल रेखा और 


सरल रेखा-कृत .. अध्याय [[. 


00 श0भ0०मा 08) 


]. भूमिका 


सरल रेखा सरलतम ज्यामित्तीय वक्र है। इसकी सरलता के अतिरिक्त सरल रेखा गणित की 
महत्वपूर्ण संकल्पना है, जो हमारे दैनिक जीवन में अनेक रोचक और उपयोगी ढंग से प्रवेश करती 
है। पिछले अध्याय में हम अध्ययन कर चुके हैं कि प्रत्येक रेखा का साहचर्य एक समीकरण से 
होता है। रेखा का समीकरण रेखा के व्यापक बिन्दु के भुज और कोटि के मध्य एक सम्बन्ध 
होता है, जो समुचित प्रतिबन्ध के अर्न्तगत रेखा को संतुष्ट करता है | उदाहरणतः एक सरल रेखा 
(या सामान्यतः एक रेखा) अद्वितीयतः ज्ञात हो जाती है यदि यह दिए गए बिन्दु से गुजरती है 
और इसकी प्रवणता ज्ञात हो, अथवा यह दो दिए गए बिन्दुओं से होकर गुजरती है। 


]82 रेखा के समीकरण के अनेक रूप (एब्बावंगा8 #0ग्रा5 ण ए4एभ्कीणा ए 4 ९) ._ 


इस अनुभाग में, हम रेखा के समीकरण के अनेक रूपों को व्युत्पन्न करेंगें, जिसमें आक्षों के 
समान्तर और उनसे झुकी हुई रेखाएं (00॥00८ ॥॥72४) भी सम्मिलित हैं। 


.2.। निर्देशांक्षो के समान्तर रेखाओं का समीकरण हु 


हम जानते हैं, कि -अक्ष पर स्थित समस्त बिन्दुओं का बा 
कोटि शून्य होता है। इस प्रकार ,-अक्ष पर स्थित व्यापक 
बिन्दु ((७,) के लिए हम सदैव »<0 पाते है। अतः 
+-अक्ष का समीकरण »<0 होता है। ठीक इसी प्रकार 
/-अक्ष का समीकरण ४50 होता है| 
>-अक्ष के समान्तर रेखा / के लिए, इस परस्थित 0० 
व्यापक बिन्दु 7(७, $) का भुज एक अचर (मान लीजिए ४) 
होता है| तथापि उसकी कोटि निरन्तर परिवर्तित होती आकृति . 
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रहती है (आकृति .)। अतः इस रेखा का समीकरण ४-६ है | 


इसी प्रकार, -अक्ष के समान्तर रेखा / के लिए, (आकृति .2) इस रेखा पर स्थित 
किसी बिन्दु 7 (४, )) की कोटि अचर, मान लीजिए ४ रहता है जो रेखा के £-अक्ष से निर्देशित 
दूरी के बराबर है। अत: #-अक्ष के समान्तर किसी रेखा का समीकरण );-४ है | 





आकृत्ति .2 


उदाहरण ॥ >-अक्ष के समान्तर उस रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए जो #-अक्ष से 3 इकाई 
नीचे है। 


हल <>-अक्ष के समान्तर रेखा का समीकरण »-9 है। अब चूंकि रेखा »-अक्ष से 3 इकाई नीचे 
है, अत: 9८-23. 


इस प्रकार रेखा का अभीष्ट समीकरण ४<-3 है। 


उदाहरण 2 बिन्दु (3, -4) से होकर जाने वाली »-अक्ष के समान्तर रेखा का समीकरण ज्ञात 
कीजिए | ! 

हल चूंकि रेखा (3,-4) से होकर जाती है, तथा >-अक्ष के समान्तर है, अतः रेखा पर स्थित 
प्रत्येक बिन्दु का भुज 3 है, अर्थात रेखा पर स्थित सभी बिन्दुओं के लिए &- 3 अवश्य होगा। 
इस प्रकार रेखा का अभीष्ट समीकरण £-3 है । 


प्रश्नावली .] 
. #-अक्ष के समान्तर तथा इससे 2 इकाई ऊपर स्थित रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए। 


2. $»-अक्ष के समान्तर तथा इससे 3 इकाई दाँई ओर स्थित रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए। 
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#-अक्ष के समान्तर रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए जो 
3, बिन्दु (3,-4) से होकर जाती है। 
4, #-अक्ष पर अन्तः खण्ड -2 काटती है। 
5, बिन्दु (0, 2) से होकर जाती है। 
प्रश्न 6, 7 में +-अक्ष पर लम्ब रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए, जो 
6. मूल-बिन्दु से होकर जात्ती है। 
7, बिन्दु (-,- |) से होकर जाती है। 


].2.2 रेखा का समीकरण प्रवणता-अन्तः खण्डरूप में 


एक रेखा /अद्वितीयत: ज्ञात हो जाती है, यदि उसकी प्रवणता और »-अन्त: खण्ड ज्ञात हो। 
इनकी सहायता से प्राप्त रेखा के समीकरण को प्रवणता-अन्त: खण्ड रूप कहते हैं। 


मान लीजिए # रेखा / की प्रवणताां और ८ उसका »-अन्तः खण्ड है| मान लीजिए कि यह 
रेखा »-अक्ष को बिन्दु & पर काटती है, और रेखा द्वारा >-अक्ष की धन दिशा से बनाया गया 
कोण ७ है (आकृति .3)। तब 


08-5८ और #नन्‍-यवा ० 
मान लीजिए कि ९(५,)) रेखा ।॥ पर कोई बिन्दु है। 
+-अक्ष पर [/५ लम्ब खींचिए जो #& से >-अक्ष के समांतर रेखा को पर काटती है। 


इसलिए 0/-» और |श?<८५ 
“७० - ०, 
ए - ७० - शाप 
+धी?2-(॥ ५-८ 
और #&प > 0 ४ 


की मे 


त्रिभुज 0५7 में, व ०0 < - 





न 


या 7-८ चर 








आकृति .3 


या अन्यापध्ट+ ८ 
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अर्थात »> (रेखा की प्रवणता) ४+ (»- अन्तःखण्ड) 
यही रेखा का समीकरण प्रवणता-अन्तः: खण्ड रूप में है। 
उपप्रमेय. यदि रेखा की प्रवणता # और 
>-अन्तःखण्ड 6 हो, उसका समीकरण 

5क्त॥ (- ४४) 
होता है 


उपपत्ति मान लीजिए कि रेखा #-अक्ष को 
8 बिन्दु पर मिलती है 


अतः 8 के निर्देशांक (६, 0) हैं (आकृति .4)। 


4 





मान लीजिए कि रेखा /पर कोई बिन्दु (४६, 9) तर 
है। तब बिन्दुओं 8 और ए से जाने वाली रेखा । 
»-0 आकृति .4 


की प्रवणता # ८ फिक्स 7 हें] 
अतः 95१॥ (४--र्ध ), 
जो रेखा का अभीष्ट समीकरण है। 


उदाहरण 3 () उस रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए जिसकी प्रवणता 3 और »-अन्तःखण्ड 
-2 है। 


(४) उस रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए जिसका >-अन्तःखण्ड 4 है और ४-अक्ष की 
धन-दिशा के साथ बना कोण 60 है। 


हल ()ज्ञात है कि, रेखा की प्रवणता ऋ< 3 और >--अन्तःखण्ड ०८ -2 
इसलिए प्रवणता-अन्तःखण्ड रूप द्वारा रेखा का अभीष्ट समीकरण »53»%-2 है। 
()) रेखा # की प्रवणता <थ्वा 60% » ,/3 
और >-अन्तःखण्ड - 4, इसलिए रेखा का अभीष्ट समीकरण है 
न 3 (०-4) 
.2.3 रेखा के समीकरण का बिन्दु-प्रवणता रूप 
मान लीजिए रेखा ॥का एक अचर बिन्दु ए, (६, »)) है तथा रेखा की प्रवणता # है | 
यदि रेखा / पर कोई अन्य बिन्दु ? (५, )) है (आकृति .5), तो ए, और ए को मिलाने वाली रेखा 
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?- 9 ३ 
की प्रवणता ““-- है,जो #॥ के बराबर ज्ञात है | 
“| 






औ- 9 (८ (७) 
-४-+>| 


या औ- | 77 (४-०) (|) 


अतः का बे 
रा ४ ] [ मर ॥3 9 ड्‌ ) 


विलोमत: यदि कोई बिन्दु ९(५, )) समीकरण 
() को संतुष्ट करता है तब रेखा 7? की प्रवणता 
हलक है| परन्तु समीकरण (।) से स्पष्ट है, कि यह आकृति ॥.5 
औण ने 
प्रवणता # है | 


इसका अर्थ यह है कि बिन्दु ९(५, )) रेखा / पर है, जो बिन्दु ए। (५, ».) से होकर जाती है, 
तथा उसकी प्रवणता # है | 


अतः निष्कर्ष यह है, कि प्रत्येक क्रमित-युग्म जो समीकरण (।) को सन्तुष्ट करता है, वह 
रेखा / पर है। इससे स्पष्ट है, कि समीकरण »-»| 5# (४-७) उन सभी बिन्दुओं को निरूपित 
करता है, जो रेखा / पर हैं, जो बिन्दु (५,, »|) से जाती है, तथा उसकी प्रवणता # है। 


रेखा के समीकरण के इस रूप को बिन्दु-प्रवणता रूप कहते हैं। 


टिप्पणी यदि ९ (४, )५)) से जाने वाली रेखा »-अक्ष के समान्तर है तब इसकी प्रवणता 
परिभाषित नहीं है। अतः बिन्दु-प्रवणता रूप वाली रेखा का समीकरण इस स्थिति में प्रयुक्त नहीं 
होता है। 


उदाहरण 4 बिन्दु (-],-2) से होकर जाने वाली रेखा, जिसकी प्रवणता 7 है, का समीकरण 

ज्ञात कीजिए | 

हल हमें ज्ञात है कि ५ 5- , 95 “2 और # दि 

इन मानों को समीकरण के बिन्दु-प्रवणता रूप में प्रतिस्थापित करने पर हम पाते हैं 
0-०2) 5 5 ४-८) 


या 7(४५+ 2) 5 4( ४ + ) 
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या 79-4६ - 0, ५ 
जो अभीष्ट समीकरण है | हा 


उदाहरण 5 मूल-बिन्दु से होकर जाने वाली उस ? (५४) 
. रेखा का समीकरण ज्ञात करें, जो +-अक्ष की धन 
दिशा के साथ 45" का कोण बनाती है। 


हल चूँकि रेखा मूल बिन्दु से गुजरती है इसलिए 45' मन 
रेखा पर एक बिन्दु (0,0) है। 0 
साथ ही, रेखा द्वारा >-अक्ष की धन दिशा के साथ आकृति .6 


बनाया कोण 45" है। इसलिए रेखा की प्रवणता 
#_! शा 45? ८ [, 
समीकरण के बिन्दु-प्रवणता रूप के प्रयोग से, 
9-05 [(४- 0) 
या शन्ओ 
जो अभीष्ट समीकरण है। 
.2.4 सममित रूप और एक रेखा के प्राचल समीकरण 
मान लीजिए कि रेखा | बिन्दु & (४,.»)) से होकर जाती है, और #-अक्ष की धन दिशा के साथ 


कोण 6 बनाती है। ऐसी स्थिति में &,, 9; और 9के पदों में व्यक्त सरल रेखा । का समीकरण 
सममित रूप कहलाता है। 


मान लीजिए कि ९(५))) रेखा / पर कोई बिन्दु है और मान लीजिए कि ७? -#(आकृति ।.7) | 

बिन्दुओं & तथा 7? से ,/-अक्ष पर कमश: ७8 तथा ए५/ लम्ब खींचिए, «]५, (५ पर लम्ब खींचिए | 

तब ह 
खीर छीश ८ 000 - 08 5>४->] 

और धिए > शए - शी ८ ५ - 9,- 

रेखा का झुकाव 6 है| इसलिए ९५७० - 0. 

अब त्रिभुज «!५० से हमें प्राप्त होता है 


कि ४-० ; 
न | 
००08 0 छू तर () 
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रे घी? ४-७ 
और व 0 ८ फ ब्च् न (2) है 


(!) और (2) से हम पाते हैं कि 


7] (, 9) 






थे _ औ 
००08 0 8॥ 0 








)(००,७)»- -) - - - - ] 
इस समीकरण को रेखा के समीकरण का सममित 
रूप कहते हैं। 

समीकरण () और (2) से हम पाते हैं 


ले _ एाओआ __. आकृति 44.7 








०05 0 80 


इस प्रकार ४->[+ # ०08 0 और »< ४|+7 आ। 0 


इन्हें रेखा के समीकरण का प्राचल रूप कहते हैं जिनमें +प्राचल है| + के विभिन्‍न मानों के संगत 
हम रेखा के विभिन्‍न बिन्दु पाते हैं। 


उदाहरण 6 उस रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए जो बिन्दु (-2 , 3) से जाती है, और #-अक्ष 
की धन दिशा के साथ 60" का कोण बनाती है। 


हल रेखा का सममित रूप में समीकरण है 








न न आओ] 
80. ९८०४० 
४ 5-2, » 53 और 6-60 प्रतिस्थापित करने पर हम पाते हैं 


3 _ ४“ (-2) 


87 607 ००5 600 








9-3 _ &४+2 
या ०3 गा, 
हि 2 
या ४3४-५+3+2 9५४3 50 


यह रेखा का अभीष्ट समीकरण है। आकृति 4.8 
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4.2.5 रेखा के समीकरण का दो-बिन्दु रूप 


मान लीजिए दो दिए बिन्दु 0। |, ») और 
0, (०, »)) से होकर जाने वाली रेखा । है। मान 
लीजिए इस रेखा पर कोई स्वेच्छ बिन्दु (५ ,)) 
है। 


यदि »| ० तब रेखा ॥ »-अक्ष के समान्तर है। 
अतः इसका समीकरण £&>>। है | 





यदि »[ # »; तो बिन्दु 0।, ? और 0, संरेख हैं 
(आकृति .9) | इस प्रकार आकृति .9 
४6 की प्रवणता - 0।0, की प्रवणता 


इसलिए 3 7 7] ([) 


नए] न एण्ड दर 
जो रेखा 00, का अभीष्ट समीकरण है 
विलोमत:, यदि एक बिन्दु ?(५, )) समीकरण (।) को संतुष्ट करता है तब यह इंगित करता है कि 
?(0। की प्रवणता < 0,0| की प्रवणता 
इस प्रकार बिन्दु 2, 0, और 0, संरेख हैं अर्थात 0, और 0, से होकर जाने वाली रेखा 


पर 7? स्थित है। इस प्रकार रेखा ॥, उन समस्त बिन्दुओं का समुच्चय है, जिनके निर्देशांक 
निम्नलिखित समीकरण को संतुष्ट करते हैं। 


अब / वीक / आह । 


डअ]झअ| 227>>] 
इसलिए दो बिन्दुओ (४, ») और (७,, »,) को मिलाने वाली रेखा का समीकरण है 
25] 0 5] 


अन्य. 32->। 


या लत 7 हलक) 


रेखा के इस समीकरण को “दो-बिन्चु रूप' कहते हैं। 
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उदाहरण 7 बिन्दुओं (2, 3) और (5, -2) से होकर जाने वाली रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए 
हल रेखा का दो-बिन्दु रूप में समीकरण इस प्रकार हैः 


9. - 9 
9-9५] कई तारतल ब्ड (४-<) () 





आर 53 255 और », 5-2 समीकरण () में रखने पर 





-2-3 ह 
9-3 ८ द्5ठ (४-2) 
या छन-उ । पट को 
3 
या 5%+39- [9 ८0, 


जो रेखा का अभीष्ट समीकरण है। 
4.2.6 रेखा के समीकरण का “अन्त: खण्ड रूप' 


मान लीजिए कि रेखा द्वारा अक्षों पर कटे अन्तःखण्ड 
4 तथा 9 क्रमशः #-अक्ष तथा »-अक्ष पर हैं, तो रेखा 
के #-अक्ष तथा »-अक्ष पर प्रतिच्छेदित बिन्दु क्रमशः 
# (6, 0) और 8 (0, 2) होंगे (आकृति .0)। 


चूकिं रेखा के दो बिन्दु ज्ञात हैं इसलिए रेखा समीकरण 
के 'दो बिन्दु रूप' का प्रयोग करने से प्राप्त समीकरण 








9-0 
»-0८ 0-6 (४-०) 
9 
या » ऋ> 7 (४-०) 
३ आकृति ,0 
या ध9+ 0४ "धा 6 
या >> उठी 
| 


इस प्रकार »- अक्ष और #-अक्ष पर क्रमशः ८ तथा & अन्तःखण्ड वाली रेखा का समीकरण 


3 
कप कक 
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नल लय अप न ग 
»- अन्तः खण्ड »-अन्तः खण्ड 





अर्थात्‌ 


रेखा के समीकरण का यह रूप 'अन्तःखण्ड' रूप कहलाता है। 


उदाहरण 8 अक्षों से समान अन्तःखण्ड काटने वाली उस रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए जो 
बिन्चु (2, 3) से होकर जाती है। 


हल मान लीजिए कि रेखा द्वारा अक्षों पर बना प्रत्येक अन्तःखण्ड '८' है| इसलिए अन्तःखण्ड 
रूप में रेखा का समीकरण 


>> -.. अर्थात ० 
2 कर 5 अंथिति, ++»८ ०. () 


चूँकि यह रेखा बिन्दु (2,3) से होकर जाती है, इसलिए 
2+3-«वदध्व या 655 

समीकरण (]) में 6 का मान रखने पर हमें अभीष्ट समीकरण प्राप्त होता है। 
#+ऊऔऋ८ 5 


उदाहरण 9 उन रेखाओं के समीकरण ज्ञात कीजिए, जो अक्षों पर ऐसे अन्तःखण्ड काटती हैं, 
जिनका योगफल तथा गुणनफल क्रमशः | और - 6 हैं। 


हल मान लीजिए कि +-अक्ष तथा #-अक्ष के अन्तःखण्ड क्रमशः ८ और # हैं । 


इसलिए ०+४#- () 
और 48५८-66 (2) 
समीकरण () और (2) से 6को विलुप्त करने पर 
-092+ 9 <८-6 
या 82-७४ -65-0 
या. ॥ > +ची+24 _85$5, 
£ 2 


अर्थात 93 या 9७<--2 
जब 9४ -.--2 है तब ८८ 3 और जब ४-3 है तब 65-22 
अतः रेखा का अन्तःखण्ड रूप द्वारा अभीष्ट समीकरण हैं 
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_)! जे 
न जतप्ता +|। या ५ 
हज न 


(| 5 


अर्थात्‌. 22-3 /-60 50 या 35-29+650 


_ ॥.2.7 रेखा के समीकरण का अभिलम्ब रूप मान लीजिए कि / दी गयी रेखा है और 08. 
मूल बिन्दु से रेखा / पर लम्ब डाला गया है। 


मान लीजिए 08-%# और <504& - ७ 
४)-तल में रेखा / की सभी सम्भव स्थितियां आकृति .।] [0) से (%)| में प्रदर्शित हैं। 


प्रत्येक दशा में, -अक्ष पर लम्ब #श खींचिए | 


१4 





आकृति .6₹) 


आकृति 4.(#) 
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हम पाते हैं कि 00 -/ ०05 ७ और ]४७ -# आ। ७ 
इस प्रकार बिन्दु # के निर्देशांक (# ००58 ७, | »॥ ७) हैं | 
साथ ही रेखा 0# की प्रवणता < (६ ७0 

इस प्रकार ॥ जो 06 पर लम्ब है, की प्रवणता 


-! +7]! _ “०08 0 


#++ 5% की प्रवणता * ध्वाछ . शाक्ष 





हमें रेखा / की प्रवणता और उस पर एक बिन्चु 9 ((# ०05 ०, / »॥ 0) ज्ञात है 
इसलिए 'बिन्दु-प्रवणता रूप' में / का समीकरण है : 





. ९05 0 " 
/-? भा ० 5 “जात ((- 2 ९05 00) 
या 9 थी) 0-/ आए? 0 5 > 008 0+ 9 ९०052 0 
या 2 008 0+ 9 शो) 05% (शा? 0+ ०052 0) 
या | 008 0+ / शां। (0८ / 


इसे रेखा के समीकरण का 'अभिलम्ब रूप' कहते हैं 


उदाहरण 0 उस रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए जिस पर मूल बिन्दु से डाले गये लम्ब की 
लम्बाई 4 इकाई तथा रेखा /पर मूल बिन्दु से डाला गया लम्ब रेखा खण्ड, >-अक्ष की धन-दिशा 
के साथ 30? का कोण बनाता है। 


हल ज्ञात है कि /-4 और ७ - 30", इसलिए रेखा 
के समीकरण के अभिलम्ब रूप द्वारा, हम पाते हैं कि, 


ह 208 307 + ४ शा 30" - 4 


४3. १] 
या छाल न॑- ठठ औ>-4 


अर्थात ४3%+ »-8 - 0, 





जो कि अभीष्ट समीकरण है। 


आकृति .2 
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प्रश्नावली 4.2 


प्रश्न | से 9 में दिए गए प्रतिबन्धों को सतुष्ट करने वाली रेखाओं के समीकरण ज्ञात कीजिए 


4. 


40. 


. 
42. 


4, 


45., 


6. 


बिन्दु (-.2) से होकर जाने वाली, जिसकी प्रवणता 4 है| 
बिन्दु (-4,3) से होकर जाने वाली, जिसकी प्रवणता हे है। 


॥ 


बिन्दु (( ४2 ,2/2 ) से होकर जाने वाली, जिसकी प्रवणता 


(| 


है। 


बिन्दु (2,2) से होकर जाने वाली जो -अक्ष पर 45" पर झुकी हुई है। 

+-अक्ष को मूल बिन्दु से 3 इकाई बांयी ओर काटती है तथा उसकी प्रवणता -2 है। 

»-अक्ष को मूल बिन्दु से 2 इकाई ऊपर की ओर काटती है और +-अक्ष की धनदिशा के साथ 
30" का कोण बनाती है। 

बिच्दुओं (-,) और (2,- 4) से होकर जाती है। 

बिन्दुओं (0,-3) और (5,0) से होकर जाती है। 

बिन्दुओं (-,-2) और (2, |) से होकर जाती है। 


. हे 
(0,2) से जाने वाली रेखाएं ज्ञात कीजिए जो #-अक्ष के साथ ज और जा कोण बनाती हैं। इनके 


समांतर उन रेखाओं के समीकरण भी ज्ञात कीजिए जो -अक्ष को मूल बिन्दु से 2 इकाई नीचे 
प्रतिच्छेदित करती हैं। 

शीर्षो (2.), (-2,3) और (4,5) वाले त्रिभुज की भुजाओं के समीकरण ज्ञात कीजिए 

बिन्दु ४(,0) और ४8(2,3) को मिलाने वाले रेखाखण्ड के लम्ब समद्विभाजक का समीकरण ज्ञात 
कीजिए 

बिन्दु (-3,5) से होकर जाने वाली उस रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए जो बिन्दुओं (2,5) और 
(-3,6) से जाने वाली रेखा पर लम्ब हो | 

»-अक्ष पर -5 अन्तःखण्ड काटने वाली उस रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए जिसकी प्रवणता नर है। 


बिन्दु (2,2) से होकर जाने वाली रेखा का समीकरण ज्ञात करें जिसका आक्षों पर कटे अन्त: 
खण्डों का योगफल 9हो। 

एक त्रिभुज की भुजाओं के मध्य बिन्दु (2,॥), (-5.7) और (-5,-5) हैं। इसकी भुजाओं के 
समीकरण ज्ञात कीजिए | ह 
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77. यदि अक्षों पर 4 तथा ७ अन्तः:खण्ड काटने वाली रेखा पर मूल बिन्दु से डाले गये लम्ब की लम्बाई 
।. 


» है, तो सिद्ध कीजिए कि -75-५+-5 
2 ध | 


- उस रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए जिस पर मूल बिन्दु से खींचे गए लम्ब रेखाखण्ड की लम्बाई 
? तथा इस लम्ब द्वारा --अक्ष के साथ बना कोण ७ निम्नांकित प्रश्नों ।8 से 2] में दिए गए हैं। 
8. /< 3; 005 457 
9, #>5, ७८३0" 
20, #<5, (0८ 35? 
2]., 75, (0८90 
22. बिन्दु (-2, !) से होकर जाने वाली तथा .-अक्ष की धन-दिशा से 45" का कोण बनाने वाली रेखा 
का समीकरण सममित रूप में ज्ञात कीजिए । 
4.2,8 रेखा का व्यापक समीकरण 
शा + 39+( 5-0 (|) 

के रूप में दिए गए समीकरण को » और » में एक व्यापक रैखिक समीकरण कहते हैं जहां 
5,3,(! अचर हैं और & और 8 दोनों एक साथ शून्य नहीं हैं। 

समीकरण (॥) में प्रत्यक्षतः तीन स्वेच्छ अचर ७, 8 और ८ हैं परन्तु वस्तुत्त: इसमें केवल 


छ हों ला किले खा मे 
दो स्वतन्त्र अचर दि और ह हैं जहां :&0| इसलिए समीकरण (() त रूप में लिखा 
जा सकता हैं, 
ध्न््् ल्‍ः0, (रफ (2) 
आइए अब हम ज्ञात करें कि &, 8 और ८ के विभिन्‍न मानों के लिए समीकरण () के 
विभिन्‍न रूप क्‍या हैं? 
(0) यदि 8#0 और ७४ > 0 तब समीकरण (]) का रूप 
8»%+(- 0 
' 
या 2 कल कर $ है 


जो #-अक्ष के समान्तर एक रेखा निरूपित करता है। 
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() यदि &&0 और 8 - 0 तो समीकरण (|) का रूप होता है। 
&८+('-0 
5 
या हक /्‌ के 
जो »-अक्ष के समान्तर एक रेखा निरूपित करता है। 
(॥) यदि & #0 और 8 #&0 तो समीकरण (]) का रूप 


हक (्‌! 
कल अन्त हे 
जो के का ि. प्रवणता वाली 
जो ४>॥४-४+ ८, के रूप का है। स्पष्टत: यह - क्र वणता वाली उस रेखा को निरूपित करता 


है जिसका »-अन्तःखण्ड - फ है। 
अतः सभी स्थितियों में समीकरण () एक रेखा निरूपित्त करता है। इस प्रकार हमने निम्नलिखित 
प्रमेय को सिद्ध किया है। 


प्रमेय ॥ यदि & और 9 दोनों एक साथ शून्य न हों तो व्यापक रैखिक समीकरण 
4४+ 3 ४» + (! - 0, सदैव एक रेखा निरूपित करता है। 


अब हम उपर्युक्त प्रमेय के विलोम को लेते हैं अर्थात हम देखते हैं कि विभिन्‍न रेखाओं को 
&+ 53 »+ (" - 0 समीकरण द्वारा निरूपित किया जा सकता है। 

हम जानते हैं कि एक रेखा या तो »-अक्ष को काटती है या उसके समांतर होती हैं और या 
उसके संपाती होती है। 


स्थिति 6) यदि रेखा »-अक्ष के संपाती है अथवा उसके समांतर है, तो इसका समीकरण 
४८८ (रेखा के #-अक्ष के संपाती होने की स्थिति में 6-0 )। यह समीकरण ४-६ 0, « और 
» में रेखिक समीकरण है, जिसमें » का गुणांक शून्य है, तथा » का गुणांक । है। 
स्थिति () यदि रेखा »-अक्ष को काटती है तब इसकी कोई प्रवणता और ३-अन्त:खण्ड अवश्य 
होगा। इस रेखा के समीकरण 

9577२ + ८ को #5:-#/+८5८0 के रूप में लिख सकते हैं। 
स्पष्टतः यह £ और » में एक रैखिक समीकरण है। 
इस प्रकार हमने निम्नांकित प्रमेय सिद्द किया है| 
प्रमेय 2 प्रत्येक सरल रेखा का 8» + 3 »+ (५७ 0 के रूप में एक समीकरण होता है, जहाँ 
#&, 3 और (! अचर हैं। 
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प्रमेय | और 2 को मिलाने पर निष्कर्ष यह निकलता है, कि सरल रेखा का व्यापक समीकरण है: 
6 -0+ 9 9+(< 0. 
इस प्रकार दो प्रतिबन्धों के दिए होने पर हम एक रेखा का समीकरण अद्वितीयत: ज्ञात कर 
' सकते हैं क्योंकि इसमें केवल दो स्वतन्त्र अचर होते हैं। 
रेखा के व्यापक समीकरण का अभिलम्ब रूप में अन्तरण 
रेखा का व्यापक समीकरण 


2४ + 39 + (50 ([) 
और रेखा के समीकरण का अभिलम्ब रूप है 
52008 0+ » शी 0 - 95 0, 9>0. (2) 


यदि हम मान लें कि समीकरण () और (2) एक ही रेखा को निरूपित करते हैं, तो इनके संगत 
गुणांक समानुपाती होंगे अर्थात्‌ 


लव 
९०080... आऔ]0. 7? (3) 





जिससे 008 0 ८ ८ हि और #॥09 < - ट 


प्राप्त होता है। 
चूँकि ०052 00 + धा।? 00 & !, इसलिए 


20 30 


( # (' है 
5.88 
या 2 मा पल 2 मर 
॥ # + ३ 
(. 
या ५ 0 लटका 
कहर आस (4) 


स्थिति 6) जब 0 धनात्मक है 
चूँकि 9 लम्ब रेखा-खण्ड की लम्बाई है, अतः यह सदैव अऋणात्मक होगा इसलिए समीरकण 


(4) के दाहिनी ओर ऋणेत्तर चिह्दन लेते हैं। अर्थात #< मन 588 
४०७२ + 82 
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_ > आ छ 
इसलिए (९08 00 >> 7 हैक तक ३ हिकप ए॒ शा हए ऊ>ए पा, 
अतः समीकरण () का अभिलम्ब रूप है 

छ |) 


4 
नतम्चननचचनचतका एए ज्चच्अअस्‍्नक्तछ ्ि पहन 
४७२+छ2 ४2 +छ2 ४ & 7 + 37 
स्थिति (7) जब (: ऋणात्मक है । 








चूँकि 9, सदैव ऋणेत्तर होगा, अतः समीकरण (4) के दाहिनी ओर ऋणात्मक चिह्न लेते हैं। 


(्‌ 
अर्थत #_- 7 जा 


7 छ 
इसलिए ०058 00 ८ नतक्तततता और श्ञा। 0 ८ 
हे ४७२ +छ8? 


02+छ82 


68 + 37 

अतः समीकरण (।) का अभिलम्ब रूप 
छ 0 
गज हा कात क हक! 

टिप्पणी: समान्यतः व्यापक रैखिक समीरण &५+ 39+ 0:50 अभिलम्ब रूप में निम्नांकित 
क्रिया-पदों द्वारा लाया जा सकता है। 
3.  अचर पद को दाहिने पक्ष में ले जाइए 
अर्थात्‌ &ट४+ 39 ८+- 
यदि दाहिना पक्ष ऋणात्मक है, तो समीकरण में प्रत्येक चिहन परिवर्तित करके दाहिने पक्ष 
को धनात्मक बनाइए | 


कक 


3. दोनों पक्षों में ((>का गुणांकों + (3 का गुणांकों »का गुणांकों +(» का गुणांको , अर्थात्‌ (५? + 82 से भाग दीजिए। 
उदाहरण व निम्नांकित समीकरणों को अभिलम्ब रूप में लिखिए। 
6) ४३४+१५-850 
(0) 35:-49+ 0 50 
हल (6) दिए समीकरण के अनुसार, 
3 ++9 न ७0 
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दोनों पक्षों में ((./3)? +]2 अर्थात, 2 से भाग देने पर हम पाते हैं 


भर || 
जा हनी ठ्र हक 


जो दिए समीकरण का अभीष्ट अभिलम्ब रूप है। 
(४) दिए समीकरण से हम पाते हैं 

37-4 ४-८ -]0 
या >उे #+ 4 9-८ 0 


दोनो पक्षों में (3) +4? अर्थात, 5 से भाग देने पर हम पाते हैं 


4 
उेन्‍त 5252, 


जो दिए समीकरण का अभीष्ट अभिलम्ब रूप है। 


प्रश्नावली .3 
निम्नांकित प्रत्येक समीकरण को प्रवणता-अन्तःखण्ड रूप में परिवर्तित कीजिए : 
30 + 3955 
प४+ 39-65" 0 
20-4४ 5 
(03 + 39-55 0 
&+/»/ऋ-ऐ 
३-0 


2. ए # ७ ७ '-+ 


निम्नांकित प्रत्येक समीकरण को अभिलम्ब रूप में परिवर्तित कीजिए, और रेखा पर मूल बिन्दु से डाले 


गए लम्ब की लम्बाई ज्ञात कीजिए : 

7. ४+५-2-50 

8. 4.7+3/-9-0 ;न्‍ 
9, ४- 450 

30., %-250 


३३७० 
०] 
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.3 रेखाओं का प्रतिच्छेदन 

हम जानते हैं कि एक तल में दो रेखाएं या तो समान्तर होती हैं या काटती हैं। यदि रेखाएं 

काटती हैं, तो प्रतिच्छेदन बिन्दु ज्ञात करना महत्वपूर्ण है। मान लीजिए 
#ै[जक 3|9+( [0 (]) 

और ै22+ 3,29+ 0,८0० (2) 

रेखाओं ।| और ॥, के समीकरण हैं| यदि । और ।, परस्पर 

बिन्दु (४, ,»३» पर काटती हैं तो यह बिन्दु दोनों समीकरण 


(!) और (2) को संतुष्ट करेगा। 2. (2, ७॥) 
खत 3]9[+ (0 (3) 
और. ७,»+ 82 0[+ 0,50 (4) आकृति ॥.3 
(3) और (4) को हल करनें पर हम पाते हैं कि 
] है हि॥] ] 
30५2-2५५। 02 ((-86। (५ 


इरलिएं: . आज एक जप, जे शल किक 


अतः सरल रेखाओं ॥| और ;, के प्रतिच्छेद बिन्दु के निर्देशांक हैं 
80००-४० 220-7०/००) 

65 5,-58, 5, ' 8 8, -6. | 
कार्यकारी नियम दो रेखाओं के प्रतिच्छेद बिन्दु का निर्देशांक ज्ञात करने के लिए उनके 
समीकरणों को & और » के लिए हल कीजिए । इस प्रकार प्राप्त ५ तथा » के मान प्रतिच्छेद बिन्दु 
के क्रमशः भुज तथा कोटि होते हैं। 

उदाहरण 2 एक त्रिभुज की भुजाओं के समीकरण ४-2 9+9-<0,3 ४+»-22- 0 और 
#+59+2+%0 हैं। त्रिभुज के शीर्षों को ज्ञात कीजिए । 

हल मान लीजिए त्रिभुज की भुजाओं ७8, 80 और ९७ के समीकरण क्रमशः 


( 


४-29+95”50 () 
3५5+9५»-225-0 (2) 
अ>+59+2<50 (3) 


हैं । 
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समीकरणों (।) और (2) को हल करने पर हमें प्राप्त होता है हा 
व: 25.2 व 
वंब-9 7 ठा+23 7 +67 7 हे 
अर्थात ४८55 और »5८7 ९) 


प्ध 
अतः रेखा &8 और 80८ के उभयनिष्ठ बिन्दु 8 के निर्देशांक । 
(5, 7) है। 


इसी प्रकार समीकरणों (2) और (3) को हल करने पर 





रेखाओं 30! और ०५ के उभयनिष्ठ बिन्दु ( के निर्देशांक * 3.८+४-2250 हे 
प्राप्त (8,-2) होते हैं और बिन्चु & के निर्देशांक (-7, ) आकृति ॥.4 
प्राप्त होते हैं। 


अतः: त्रिभुज 880 के शीर्षों के निर्देशांक (5, 7) , (8, -2) और (-7, !) हैं | 


7.3.4 ततीन सरल रेखाओं का संगमन प्रतिबन्ध तीन या अधिक रेखाएं संगामी कहलाती हैं, 
यदि और केवल यदि वे एक ही बिन्दु से होकर जाएं | 


तीन रेखाओं ह 
0 () 


(5: /|>क3ि]9+ ९ कई 
0: 2%5+उ29+(0/ 5 0 (2) 
और 9: ह&3>+क 3,9+ (5 0 (3) 


के संगामी होने का प्रतिबन्ध यह है कि ॥ और /, के प्रतिच्छेदन बिन्दु के निर्देशांक ॥ के 
समीकरण को भी संतुष्ट करते हों। 


हम / और /, के प्रतिच्छेदन बिन्दु के निर्देशांक 





प्राप्त कर चुके हैं । 
रेखाओं / ,/, और ॥, के संगामी होने के लिए यह निर्देशांक समीकरण (3) को संतुष्ट करने चाहिए 
अर्थात 
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या ३ फि॥0-० 9320)) + 33 (0.0,-९०५,४)) + 0 (88, - ह०3|) 5 0 (4) 
पिन कली 8(2-3,0, 8४» (0,-४। (') 
विलोमतः, यदि प्रतिबन्ध (4) सत्य हैतो बिन्दु ॥ 8 8, - #, है| * जा हक लक पु हि 
जो रेखाओं ॥ और /,, का प्रतिच्छेदन बिन्दु है जिसे सरल रेखा /॥ पर स्थित होना चाहिएं। 
इस प्रकार, यदि समीकरण (4) सत्य है तो रेखाएं ।, |, और ।, संगामी होती है। 


अतः तीन रेखाएं ॥,।, और [, जिनके समीकरण कमशः (।), (2) और (3) हैं, संगामी होती है यदि 
और केवल यदि #,(8/0,-8,0,)) + 8,(0.0,-0,0,) + ०,(५8, - 0 ,8|) 50 हो | 
तीन रेखाओं के सगंमन के लिए अन्य प्रतिबन्ध तीन रेखाएं, जिनके समीकरण (), (2) और 
(3) द्वारा व्यक्त है संगामी होती हैं, यदि और केवल यदि तीन अचर 2», | और ० (सभी शूल्य॑ 
नहीं) इस प्रकार हों कि 


॥0॥(७|४+क5|7+ ९ )+ | ( 0४+ 5,/+ 0.)+ ४(४.४+ 33) + (२) 0 (०) 
उपपत्ति मान लीजिए कि रेखाओं ॥ और ॥, का प्रतिच्छेदन बिन्दु (७, ,0)) है| 

इसलिए 8 |+|+ 8 0/+ (| 50 (6) 
और. ४0,» + 3,» + 0, 50 (7) 
(, »)) को समीकरण (3) में प्रतिस्थापित करने पर हम पाते हैं कि 

0 (8 3] + 50 + 0) + [६ (8.5| + 3, 0» + 0०)+ ४ (५.० + 3, ४५ |+ ९३) 0 (6) 


(6) और (7) को समीकरण (8) में प्रयोग करने पर हम पाते हैं कि 
५ (/३०| + 34 9 | + ०२) (. 
इसलिए ५#0 के सभी मानों के लिए, 
हैउओ] + 33 ५ | + ९.३ 50. 
इस प्रकार बिन्दु रेखा /, पर भी स्थित होगा। अतः रेखाएं ॥, /, और ॥ संगामी है। 
उदाहरण 3 दिखाइए कि किसी त्रिभुज के शीर्षलम्ब संगामी होते हैं। 


हल मान लीजिए की त्रिभुज के शीर्ष &(५,, |), 3(5०, )५) और 0(४५, )५) हैं | मान लीजिए 8[0, 
88 और (फ त्रिभुज के शीर्षलम्ब हैं अर्थात ७9, 88 और (४ कमशः 80, ४८ और 28 पर 
लम्ब हैं। अब 
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084 - ४ का 2०८, ४] 
रेखा 80 की प्रवणता « हर 
ज 7 जैं2 
१ मक/6 
रेखा »९ की प्रवणता 5 2 बल 
४2 6 
और रेखा प्रवणता 22 2। 

4208 रेखा #8 की प्रवणता + 32-+|.. 30%) ०(०,५ 
इसलिए आकृति 4.5 
रेखा ७7) की प्रवणता < ---_ 4 9 -92-> ० 2778 

80 की प्रवणता ७३-3५ 

व 7 -। 

रखी गिल को प्रवेगितां ५७ उयनसे लत मनन 2 

“(2 की प्रवणता »-35 

और रेखा (की ग्रवणलोर- 5 5 नल किक 


55 की प्रवणता »,- 9 
“बिन्दु-प्रवणता रूप' के प्रयोग से ७7) का समीकरण 


द] न्त्त्जॉः | 





2 के पाक (४-७), 
अर्थत्‌ू [ ४(0-०१39)++3 02-39) -3।( २2-०-५७)-७, 02-93) 50 () 
इसी प्रकार रेखाओं 85 और ("के समीकरण हैं 

हे 0३ ->॥)+॥ ३ (७३-०७) 7* ७३००४] :७५ 03८ )] )50 (2) 
और थे (६॥/-००)+ ३ (०399) “०३ 0।-००)- 3५ 0-09) 5 0 (3) 
समीकरणों (), (2) और (3) को जोड़ने पर हम पातें हैं, कि 

0.0+ 0.9 + 050 


अतः: हम तीन अचर 9 - |॥ 5४५ - |, ऐसे प्राप्त करते हैं, कि 


२ ।६॥ प्र -२) के! (०7 39) खा ( ला -प) ज (0५० हिट )) + | ण्पु | 2+3! (पर १8] ) 
न हि >)0- 3: (४३-5७ ) औ+ ४ (४[5|2) + (८ 22) - >5५ (है - 22) 
ण है वा 6] )/ 5 0. 


अतः शीर्षलम्ब ७70, 85 और ('> संगामी हैं। 
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उदाहरण 4 दिखाइए कि बिन्दुओं (7,2), (5,-2) और (-।,0) शीर्ष वाले त्रिभुज की भुजाओ के 
लग्ब समद्विभाजक संगामी होते हैं। इस त्रिभुज के परिकेन्द्र के निर्देशांक भी ज्ञात कीजिए | 


हल मान लीजिए कि बिन्दु (7,2), (5,-2) और (-,0) कमशः », 8 और ९. प्रकट करते हैं। 


मान लीजिए भुजाओं 8९, ७८? और ७0) 
के मध्य बिन्दु क्रमशः 7),8 और 7 हैं। 
अब 9) के निर्देशांक (2,-]) हैं। रेखा 
5255) 

5+|[.. 3 
इसलिए 80! पर लम्ब रेखा की प्रवणता <3 


80 की प्रवणता -> 





इसलिए 8९! पर लम्ब तथा बिन्दु 0 
से जाने वाली रेखा का समीकरण है 


आकृति .6 


9+ | >उ (४-2) 
अर्थात 3४-9-7 5-0 (|) 
यह वास्तव में भुजा 80! का लम्ब समद्विभाजक है। 
इसी प्रकार 5 से ७८ पर लम्ब रेखा का समीकरण ४-[5--4 (४-3 ) 
भर्थत्‌ू. 40+ »-3 > 0, (2) 
और भुजा ७8 के लम्ब समद्विभाजक का समीकरण 

४+29-65"0 है (3) 


इस प्रकार समीकरण (9, (2) और (3) त्रिभुज की भुजाओं के लम्ब समद्विभाजकों को निरूपित 
करते हैं। 


समीकरण () और (2) को हल करने पर, हमें 
डे चर स् और शक धर 
प्राप्त होता है। 
समीकरण (3) में » और » के यह मान रखने पर, हम पातें हैं कि 


20 22 
ता + जः 65-00 
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जो सत्य है। अतः त्रिभुज 880 के लम्ब समद्विभाजक संगामी है, और परिकेन्द्र के निर्देशांक 


20 || हैँ 
(लू व2ह। 


प्रश्नावली 4.4 
प्रश्न । से 3 तक प्रत्येक में दिए समीकरणों द्वारा निरूपित रेखाओं के प्रतिच्छेदन बिन्दु ज्ञात कीजिए : 
]. 20+39-650, 3%-27-650 
2, ४८0, 20४0-9+ 350 


/ दिये आह कि 


सिद्ध कीजिए कि, प्रश्न 4 और 5 में दी गयी रेखाएं संगामी है। प्रत्येक दशा में संगमन बिन्दु भी ज्ञात 
कीजिए : 

4. 5%-395 [, 2%+ 3 ८:23, 42 5 + 2| ५ 5 257 

5. 2.0+379-450, ४-5"+ 750, 6.0- ]7 ५ + 24> 0 


6. बिन्दुओं &, 8 और 0 के निर्देशांक कमशः (। , 2), (-2 , )) और (0, 6) हैं | सत्यापित कीजिए कि 
त्रिभुज 880 की माध्यिकाएं संगामी है | त्रिभुज के केन्द्रक के निर्देशांक भी ज्ञात कीजिए | 


7. बिन्दु (-,3) से रेखा 3 ४-4 »-6 50 पर डालें गए लभ्ब का पाद ज्ञात कीजिए। 


8. दो रेखाएं ,-अक्ष को 4 और -4 दूरियों पर तथा »-अक्ष को 2 और 6, पर कमशः काटती है। इन 
रेखाओं के प्रतिच्छेदन बिन्दु के निर्देशांक ज्ञात कीजिए | 


9. यदि रेखाएं जिनके समीकरण #<#| ४+ 8| , 5४०2 ४ + 4, और »॥7३ ४+ ४५ हैं, एक बिन्दु पर 
मिलती है, तो सिद्द कीजिए कि # । 62-43 )+ 77 (6३ - 4|)+॥/74 ( 6|- ०4५ ) 5 0. 


0. उस त्रिभुज के लाम्बिक केन्द्र के निर्देशांक ज्ञात कीजिए जिसके शीर्ष (-,3), (2,-!) और (0,0) हैं। 
].4 दो रेखाओं के बीच का कोण 

हम दो अलम्ब रेखाओं ।| और ॥, पर विचार करते हैं जिनमें से कोई भी रेखा /-अक्ष के समान्तर 
नहीं है त्था इन रेखाओं के बीच के कोण के लिए इनकी प्रवणताओं के पदों में सूत्र निकालते हैं। 
रेखाओं । और ।, के बीच का कोण या तो न्यूनकोण अथवा अधिक कोण होगा जैसा कि आकृति 
.7 ()) और () में दर्शाया गया हैं। ह 

मान लीजिए रेखाओं ॥ और ॥, की प्रवणताएं कमशः #ऋ, और #, हैं तथा इन रेखाओं द्वारा +-अक्ष 
की धन-दिशा के साथ बनाए गए कोण कमशः ७| तथा ०, हैं। अतः 


सरल रेखा और सरल रेखा-कूल 35] 





आकृति ॥.7 6) आकृति .07 ता) 


7[ल था। 0 और 72 ८ था 0... 


अब आकृति .7 () में हम देखते हैं कि 
0.5 ०0|+ 0 
इस प्रकार 8-0,-0०, और ॥[॥॥09 -धा (०.,- ० ), 


(0]0/, -+ था 0 


कै (9- पृ+द्ा 0० 9॥0. 


779 - 7१ 


इस प्रकार 0 9 < कमाए »+ 0%&90?, 


आकृति .7 (0), में, हम देखते हैं, कि ७, त्रिभुज का बहिष्कोण है जिसके सम्मुख अन्तः 
कोण (80" - 0) और ०५ हैं। इसलिए ७:८०, + (80"-8 ) 


और का 0 9] [[80९ + (0, - ०.)] + था (0०.- ०), 
0-4 > शा 0. ॥5 "| 

या वा 0 5 उ्ननिजपण हू उकन्‍ण--, 
[+ शा] ०| (था 0.५ [+ #॥॥| मर 


इस प्रकार हमने निम्नलिखित प्रमेय को सिद्द किया हैं : 
प्रमेय 3 यदि दो रेखाओ 7, और ।, जिनकी प्रवणताएं कमशः |, और #४, हैं के बीच का कोण 


हा + 70 
9 हो, तो 0 9 ८ -7++ 


[यश #ए 
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टिप्पणी संख्यात्मक प्रश्नों में कभी कभी 3थ 9 ऋणात्मक मिलता है। इसका अर्थ यह है कि 
दोनों रेखाओं के बीच के न्यूनकोण 8 के स्थान पर उसका संपूरक मिल गया है। यह भी रेखाओं 
के बीच का कोण होता है। 

उदाहरण 5 दो रेखाओं के बीच का कोण तर और उन रेखाओं में से एक का प्रवणता रे है 
तो दूसरी रेखा की प्रवणता ज्ञात कीजिए। 

हल हमें ज्ञात है कि दो रेखाओं के बीच का कोण 8 निम्नाकिंत सूत्र द्वारा व्यक्त होता है 


773 -- ॥॥ 


५5 [+का 80 (() 


[ ब्रा 
ज्ञात है कि कल ठ और 9 - ब्ः 


इन मानों को (), में प्रतिस्थापित करने पर हम पाते हैं 





|[ 

शाउू-म 

2 मकर महक 

पाप पृ 

ठ!० 

कं थग3 +। 

इस | 2+ ॥7- 
जिससे 77 5 3 प्राप्त होता है। 


उदाहरण 4.5 
]. रेखाओं »- /३3४-550 और ./3)-४+ 650 के बीच का कोण ज्ञात कीजिए | 


2. उन दो रेखाओं के बीच के कोण की स्पज्या (#ाइ्डआ!) ज्ञात कीजिए जिनके अक्षों पर अन्तः खण्ड 
कमश:ः |», - ( और 4,-/ हैं | 


3. वह त्रिभुज जिसके शीर्ष (5, -6), (, 2) और (-7, -2) हैं तो ज्ञात कीजिए कि यह त्रिभुज 

,  समकोौणिक, न्यूनकोणिक अथवा अधिककोणिक में से किस प्रकार का है? 

4. बिन्दु (2, 3) से होकर जाने वाली दो रेखाओं के बीच का कोण 45" है | यदि उन रेखाओं में किसी 
एक की प्रवणता 2 है, तो दूसरी रेखा की प्रवणता ज्ञात कीजिए | 


5. बिन्दुओं (4, 3) और (-6, 0) से जाने वाली रेखा, अन्य रेखा 5 +/<0 को काटती है। दोनों रेखाओं 
के बीच बने कोणों को ज्ञात कीजिए। 
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6. रेखा7:-9 /- 9-0, बिन्दुओं (५ ,3) और (4, ।) से होकर जाने वाली रेखा पर लम्ब है। «का 
मान ज्ञात कीजिए । 


7. बिन्दु (4, 5) से होकर जाने वाली उन रेखाओं के समीकरण ज्ञात कीजिए, जो रेखाओं 
50- 2/+ 650 और 3554 ५ + 7 से समान कोण बनाती हैं। 
8. सिद्ध कीजिए कि बिन्दु (2, -), (0, 2), (3, 3) और (5, 0) एक समान्तर चतुर्भुज के शीर्ष हैं। इसके 
विकर्णों के बीच कोण भी ज्ञात करें। 
9, तीन रेखाओं के समीकरण 5+-8 »+ -0, 2.+5 »-3-0 और 2] 0-५ -2- 0 दिए 
गए हैं। दिखाइए कि तीसरी रेखा अन्य दो रेखाओं के बीच के कोण को समद्विभाजित करती है| 
, सिद्ध कीजिए कि चार रेखाओं ४3%+ /--0, ४3५ + + < (0), ४3५+ »- | और भ3 श्कपच 
से बने समान्तर चतुर्भुज के विकर्ण परस्पर लम्ब हैं। 


] 
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].5 एक बिन्दु की एक रेखा से दूरी 


एक रेखा से एक बिन्दु की लाम्बिक दूरी ज्ञात की जा सकती है, जब रेखा का समीकरण और 
बिन्दु के निर्देशांक ज्ञात हों । 

स्थिति। इस उद्देश्य के लिए सर्वप्रथम हम सूत्र व्युत्पन्न करते हैं, जब रेखा का समीकरण 
अभिलम्ब रूप में ज्ञात हो | 


मान लीजिए, कि रेखा / का समीकरण अभिलम्ब रूप में 
जे 005 0+ ४ 9 00 5 9 है, 


जहां ०, मूल-बिन्दु से रेखा / पर डाले गए लम्ब 
द्वारा +-अक्ष की धन दिशा के साथ कोण, तथा # इस 
लम्ब की लम्बाई है| मान लीजिए ?(४,, »)) दिया गया 
बिन्दु है जो रेखा / पर नहीं 'है। मान लीजिए कि 
बिन्दु से रेखा / पर डाला गया लम्ब एन है और 7५ 
-4. बिन्दु ए को रेखा /से मूल बिन्दु 0 के विपरीत 
ओर स्थित मान लिया गया है। बिन्दु ? से रेखा / के 
समान्तर एक रेखा /" खींचिए। मान लीजिए कि रेखा 
पर 00 लम्ब है, जो /“ से बिन्दु ९ पर मिलता है। 
स्पष्टतः 





00 -# और “४00 - ०. 
07 < 0 + भर ८ # + |शए, आकृति .8 
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इसलिए, मूल बिन्दु से / पर लम्ब की लम्बाई 
(0२ ८9 + 4 
और 00 द्वारा +-अक्ष की धन-दिशा के साथ बना कोण ० है। 
इसलिए /* का अभिलम्ब रूप में समीकरण 
"न 008 0+ 9 शा 05८१ + ८ 
चूंकि रेखा / बिन्दु ? से होकर जाती है, अतः बिन्दु ? के निर्देशांक (+,,», ) रेखा ।' के 
समीकरण को संतुष्ट करेगा। अर्थात 
3| ०08 0 + 9] 8 0.८ |१+ थ॑, 
या («| ९08 ७+ ५ शी 0-४ ः 
एक रेखा-खण्ड की लम्बाई सदैव अऋणात्मक होती है, इसलिए हम दाहिने पक्ष का निरपेक्ष मान 
लेते हैं। 
अतः 
वध |2| ८05 0+ 9] आ। 0-९? |. 
इस प्रकार लम्ब की लम्बाई व्यंजक ५८०४ ७+ » ॥॥ ०-४ में बिन्दु ? के निर्देशांकों को 
प्रतिस्थापित करने पर प्राप्त फल का निरपेक्ष मान है। 


स्थिति 2 जब रेखा का समीकरण व्यापक रूप में दिया है। 
मान लीजिए कि रेखा का समीकरण 

8 ०+ 3 9+(!-0 (2) 
उपर्युकत व्यापक समीकरण को अभिलम्ब रूप में परिणित करने पर, हम पाते हैं 


नी आज्कचलच+ 


8 छ _ ए 
जहां +या - चिन्ह मे से वह चिन्ह लिया जाता है जिससे दाहिना पक्ष धनात्मक हो। 
(४) जब (0: <0 है। 
इस स्थिति मे दी गयी रेखा ।/ का अभिलम्ब रूप 
हर 8 ८ 


ज्तत्तकत्त++फतच्तनचतत 0 - फच्क्तस 
४७ +छ82.  ४५१2+४82 ध ४४2+४8* 


अब स्थिति ([) के परिणाम के अनुसार ? (५ ,»|) से रेखा (2) पर डाले गए लम्ब-रेखा खण्ड 
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की लम्बाई 
हा __2 पा ०55०० 90. 22८ कर 8 
हे ० डेट 82 छ27 7 02२७7: 
४७2+ 82 





(0) जब 0>0 है 
इस स्थिति में समीकरण (2) का अभिलम्ब रूप 


/& /: कलम ० 


्नम्नलच्चचचज् न स्लचचचय्च्चच् 9 जय 
४ +छी ४॥१+४8१ #५४१+४8? 


पुनः स्थिति (।) के परिणाम के अनुसार दूरी 











2 888 वि 2/ किक 
४० १+ छः 
या 2 70 7९ 
४७१ + 82 








इस प्रकार बिन्दु ?(८ , »)) की रेखा &४+8 »+ 0-0से दूरी 
2-0] + 39 + (_ 
४श2+छर 
उदाहरण 6 बिन्दु (3 ,-5) की रेखा 4/ 53 ४-26 से दूरी ज्ञात कीजिए | 
हल दिए समीकरण को निम्नांकित रूप मे लिख सकते हैं 
30-49-26-0 
इसलिए अभीष्ट दूरी 


धन 











[3(3)-4(-5)-26 | 
2 आकर लय 


४32+ 4) 
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|[9+20-26|_3 
या 5 बाज उछल 


उदाहरण 47 समान्तर रेखाओं 33-44 /+ 550 और 3-4 /+ 7-0 के बीच की दूरी ज्ञात 
कीजिए | 


हल अभीष्ट दूरी दोनों रेखाओं में से किसी एक रेखा के विशिष्ट बिन्दु से दूसरी रेखा की दूरी 
को परिकलित करके प्राप्त की जा सकती है। 


मान लीजिए कि विशिष्ट बिन्दु ? रेखा 3 ४-4 ४ 
+5-0 पर वह बिन्दु है, जहां यह #-अक्ष से 
मिलती है। 

अतः बिन्दु ए के निर्देशांक (-त्रु, 0) हैं। 


अब बिन्दु ? की रेखा 3:-4 »+ 750 से 
लाम्बिक दूरी 











> _ |-5+7| 
इक 4 जप 
उदाहरण 8 -अक्ष पर स्थित वह कौन से बिन्दु हैं जिनकी रेखा नर -। से लाम्बिक दूरी 
4 इकाई है। 


हल मान लीजिए कि #-अक्ष पर स्थित अभीष्ट बिन्दु ? (५, ,0) है। 
रेखा के समीकरण को निम्नलिखित रूप में भी लिख सकते हैं। 

4%+39४-[250 (]) 
बिन्दु ? की रेखा () से लाम्बिक दूरी 

[4.0 +3(0)-2| |45-2 | 
धवी +37 गज 5 

परन्तु ४-4 ज्ञात है 
इसलिए 4५ - |2। 5 20, 
अर्थत 45/-2<20 या 4%/-2--20 





आकृति .20 
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अर्थता ><जउत8ह या ४£[5-2 
इस प्रकार अभीष्ट बिन्दु (8, 0) और (-2, 0) हैं। 


प्रश्नावली .6 
निम्नांकित प्रश्न । से 4 तक प्रत्येक में रेखा ।से बिन्दु ? की दूरी ज्ञात कीजिए : 
,. /:3%४+49-5 5 0; 7: (-3 , 4) 
2, //25:-5 ५-7 5८ 0; ?: (3 , -) 
3, : 2(8+6)55 (५-2); ?: (-3, -4) 


4... .5 जे क >]; 7: (४9, 4) 


(44 


5. एक त्रिभुज जिसके शीर्ष &(2, 3), (4, -) और ((-, 2) हैं, में शीर्ष « से खींचे गए शीर्षलम्ब 
की लम्बाई ज्ञात कीजिए | 


6. एक त्रिभुज जिसके शीर्ष #(-2, ।), 8(6, -2) और ९ (4, 3) हैं, तो शीर्ष & से खींचे गए शीर्षलम्ब 
की लम्बाई ज्ञात कीजिए | 


निम्नांकित प्रश्न 7 से 9 तक के प्रश्नों में से प्रत्येक में दी गयी समान्तर रेखा-युग्म के बीच की दूरी 
ज्ञात कीजिए : 


7, 40-3 /-9-0 और 4-3 ५ - 24- 0 

8, (5%+ 8 9-34 - 0 और [5ऋ+ 8 9 + 3] 5.0 

9, #न्या5+2और 9 नगा5+वें 

0, दो बिन्दुओं (००४ 9, ॥॥ 6) और (००४ ५, आ। ७) को मिलाने वाली रेखा की मूल-बिन्दु से दूरी ज्ञात 
कीजिए 

»-अक्ष पर स्थित उन बिन्दुओं को ज्ञात कीजिए, जिनकी रेखा 4,,-3 /- 2-0 से दूरी 3 इकाई 
है। 


].6 दो रेखाओं के बीच के कोणों के अर्द्धकों के समीकरण 


यदि दो ग्रतिच्छेद करने वाली रेखाओं ॥ और ।, का युग्म दिया हो, तो दो अन्य प्रतिच्छेद करने 
वाली रेखाएं (“तथा ॥,* का युग्म जिनमें से एक दी गई रेखाओं के बीच के न्यूनकोण को 
समद्विभाजित करता है तथा दूसरा, रेखाओं के बीच अधिक कोण को समद्विभाजित करता है | इन 
नयी रेखाओं /', और /', को दी गयी रेखाओं ॥ और ॥,. के बीच के कोणों के अर्धक कहते हैं। 
इन रेखाओं का उभयनिष्ट गुण यह है, कि ये दोनो दी गयी रेखाओं से समदूरस्थ होती हैं।इस 


44, 


कं 
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प्रकार एक रेखा जो दो रेखाओं /, और /, 
के बीच के कोण को समद्विभाजित करती 
है, ऐसे बिन्दुओं का बिन्दुपथ है, जो दी 
गई रेखाओं से समदूरस्थ होती है। 

मान लीजिए कि दो दी गई रेखाएं 

॥60|2+ 3, १+ (50 

और (५:4४, ३2+ 3, /+ 0, 50 
हैं। 





मान लीजिए ९(०,)), /| या /, किसी आकृति ॥.2। 
एक समद्दविभाजक पर कोई बिन्दु है। अब 











6 | “+ 9] ॥+(_ 9 ४ + 32 ,॥+ (० 
45 पर (82 + 82. 


8 कि $+१ ९ __ | 200 >ै + 3) ॥+(_ 
॥ (कक (ध+8 2 हे 


जो अर्धकों // और /“, के समीकरण हैं। 
उदाहरण 49 उन रेखाओं के समीकरण ज्ञात कीजिये, जो रेखाओं 35+ 49+ 3 50 और 
[2%-5 »+ 32-50 के बीच के कोणो को समद्विभाजित करती हैं। 
हल दी गयी रेखाओं के मध्यस्थ कोणों के अर्धकों के समीकरण 
 3४+49+3 [2-5 9+ 32 


४३2+42. ॥27+(-5)? , 


हैं, अर्थात 3%+4%9+]3 2+% 59+ 32 और 3.+49+3 [2.0- 5 9५+ 32 


5 [3 5 ]3 
इस प्रकार सरल करने पर हम पाते हैं कि 2] ४-77 »- 95 0 और 99 :+ 27 »+ 329-0 
दी गई रेखाओं के मध्यस्थ कोण के समद्विभाजकों के समीकरण हैं। 
उदाहरण 20 बिन्दु (0,0) से होकर जाने वाली तथा | और 2 प्रवणता रखने वाली रेखाओं के 
मध्यस्थ कोणों के समद्विभाजकों के समीकरण ज्ञात कीजिये। 
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हल मान लीजिए कि (0, 0) से होकर जाने 
वाली और ॥ तथा 2 प्रवणता वाली रेखाएं क्रमशः 
| और ॥, हैं| 


अतः ।| और /, के कमश: समीकरण हैं 
॥5: #च्ज अर्थात ४-#»50 
और... /: />2< अर्थत 2%-%50 


अब, इन रेखाओं के मध्यस्थ कोणों के समद्विभाजकों 
के समीकरण 











४-9» _ _-+ 20-५9 
भरी कट 27 +2 आकृति .22 


अं 0 _३+ 25-9७ 


५ 2: 5 


अर्थात ४5६४- ४५5७५ - 2/250- ४25 और ४5- ४59५ <-2४2/0+ 259 


इस प्रकार अर्द्धकों के अभीष्ट समीकरण हैं 


(2/2- ४5) ४+ (४5 - /2) 50 
और (2/2+४5)%-(४६+/2)/<0- 
उदाहरण 2] उस त्रिभुज के अन्तः कोणों के 
समद्विभाजकों के समीकरण ज्ञात कीजिये, जिनके 
शीर्ष & (0, 0), 8(4 , 0) और ०(0, 3) हैं। यह भी 
दर्शाइए कि ये समद्विभाजक संगामी हैं। 
हल भुजाओं ७8, 8९: और (०७, के समीकरण 
कमश: हैं ह 

छननछ 

3%+49-2- 0 और 0, 
अर्थात ४ 0,-3:-49+ ]2<0 और ४0. लि 
अब त्रिमुज »80 के कोणों ७82, 808 और ९७8 
के अन्त: अर्द्धकों के समीकरण कमशः: हैं आकृति 4,23 








8(4,0] 
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5 जल क 75 मे्क () 
री पिकवी 
अल ला थाति 0: कह व्यवी, (2) 
29 री ह 
>__> 
और श् नजच्- जा अ' हक ज- 0. ३ 
और हक र्थात &- » (3) 


इस प्रकार त्रिभुज 30 के अन्तःकोणों के समद्विभाजकों के समीकरण (), (2) और (3) हैं। 
अब समीकरणों () और (2) को हल करने पर हम पाते हैं कि अन्तःकोण ७8८ और 8९४ के 
अन्त: समद्दिभाजकों के प्रतिच्छेदन-बिन्दु के निर्देशांक (,॥) हैं। 
बिन्दु ([,।) को समीकरण (3) मे प्रतिस्थापित करने पर हम पाते हैं 

]-4 -0, 
जो सत्य है। इसलिए बिन्दु (,।) तीसरे समद्विभाजक पर भी स्थित हैं। 
' अतः त्रिभुज &80! के कोणों के समद्विभाजक संगामी हैं, और संगमन बिन्दु (,) है | 

प्रश्नावली .7 


प्रश्न ।से 5 तक में दिए गए प्रत्येक रेखा-युग्म के मध्यस्थ कोणों के समद्विभाजकों के समीकरण ज्ञात 
कीजिए। 

]. ४+29+350 और 2:+9/9-250. 

2, 3:-49+2-50 और 4++3/+2+- 0. 

3, 3%+49+350 और ]2%-5 »9+ 3250. 


4. >+9».(१3 56+2.,5 और ४-५3 ८6-2.,/3. 

5. 4%+39-550 और 5 ४+ [2 »-4] - 0. 

6. सिद्ध कीजिए कि दो परस्पर काटती हुई रेखाओं के मध्यस्थ कोणों के समद्विभाजक परस्पर लम्ब 
होते हैं। 

प्रश्नों 7 और 8 प्रत्येक में त्रिभुज, के अन्तःकोणों के समद्विगाजकों के समीकरण ज्ञात कीजिए जिनकी 

भुजाओं के समीकरण दिए गए हैं| 

7. 35+5955, ४+४/54 और 25+ ४८ 6. 


8, 450-39+ ]250, 2%-5 ५953 और 3ऋ+4 9-८ 6. 
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9, रेखाओं 


हि ॥। -27# 
अत साला (४-82) और ॥-#< ता (+£) के मध्यस्थ कोणों के समद्विभाजकों के 
कुकर डॉ 








समीकरण ज्ञात कीजिए। 


80. उन रेखाओं का समीकरण ज्ञात कीजिए जो रेखा 45+3/+5<0 पर बिन्दु (2,3) से डाले 
गये लम्ब के पाद से गुजरती हो तथा दी गई रेखा और लम्ब के बीच के कोण को समद्विभाजित 
करती हों | 


॥2० रेखा-कुल 


]8.. किसी दी गयी रेखा के समांतर रेखाओं 
के समीकरण मान लीजिए कि दी गयी रेखा / का 
समीकरण 

#&०४+ 39 + 0१८0. () 
यदि 8 #0, तो समीकरण (]) को इस प्रकार भी 
लिखा जा सकता है। 


4 (्‌ः 
»ल- फुट (- छठ 4885 





यह प्रवणता-अन्तःखण्ड रूप में हैं। इस रेखा की 


आकृति .24 


हि 
प्रवणता ए| के लत 
ब्रवणता दर है। 


इसलिए इस रेखा के समान्तर अन्य रेखाओं की प्रवणता भी - फल है| 

अत्त: प्रवणता-अन्तःखण्ड रूप की सहायता से दी गयी रेखा / के समान्तर रेखाओं का समीकरण 
दा -्म्ः + ४, जहाँ 9 एक स्वेच्छ अचर है। 

अर्थात्‌ 8 ४+ 3 9-8 350 

अर्थत &>+के #+ ६50, जहां ६ ८ - 8 8. 

8-0, की स्थिति में रेखा ॥ का समीकरण निम्न रूप में परिवर्तित हो जायेगा 
&८+(-0, 
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अर्थात जे - पर , यदि ॥ 0 


परन्तु यह »-अक्ष के समान्तर रेखा का समीकरण है |अतः »-अक्ष के समान्तर किसी रेखा का 
समीकरण » < अचर है। 
जिसे निम्नांकित रूप में व्यक्त कर सकते हैं 
/&४+ 39+/< 0, (यहां 8 - 0), 
जहां £ एक स्वेच्छ अचर है। 
#& -0होने की स्थिति में 0 भी शून्य होगा अतः यहां विचार करने के लिए कुछ नहीं हैं। 
अतः सभी स्थितियों में हम पाते हैं कि दी गयी रेखा (]) के समान्तर रेखा का समीकरण 
/&५+ 39+#< 0 है | जहां #£ एक स्वेच्छ अचर है। 


टिप्पणी ध्यान दें कि समीकरण &४+8 »9+#£<0 सरल रेखाओं के उस सम्मुच्चय को 
निरूपित करता है, जो दी गयी रेखा 8 ४+ 8 »+ 0: -0 के समान्‍्तर हैं। # के विभिन्‍न मान 
समुच्चय के विभिन्‍न सदस्यों को निरूपित करते हैं। इस समुच्चय के किसी विशिष्ठ सदस्य को 
प्राप्त करने के लिए हमें उस रेखा के सम्बन्ध में अन्य प्रतिबन्ध ज्ञात होना चाहिए | 


समीकरण &»+ 8 »+#£< 0, £ के विभिन्‍न मानों के संगत दी गयी रेखा । के समान्तर 

विभिन्‍न रेखाओं को निरूपित करता है। इसलिए इसे समान्तर रेखाओं के कुल का समीकरण 
कहते हैं। 
. उदाहरण 22 (-2 , 3) से जाने वाली तथा रेखा 3. -49+ 2-0 के समान्तर रेखा का 
समीकरण ज्ञात करें। ु 
हल दी गयी रेखा 3:-4 9+ 2-0 के समान्तर रेखा का समीकरण 

3४-49+/:<0 () 
यह रेखा बिन्दु (-2,3) से होकर जाती है, इसलिए 

3(-2)-4(3)+/#<0 अर्थात्‌ £<8 
£ के इस मान को समीकरण (॥) में प्रतिस्थापित करने पर हम अभीष्ट समीकरण निम्नांकित 
रूप में पाते हैं, 

3७-49+ 6 - 0. 


4.7.2 एक दी गयी रेखा / पर लम्ब रेखा का समीकरण मान लीजिए कि दी गयी रेखा । 
का समीकरण ७&४+ 8 9+ (१-0 है। 
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0) यदि 8-0, तब रेखा / के समीकरण से हमें 


प्‌ 
प्राप्त होता है 


8४+ ०050 अर्थात्‌ £5- पु 


जो /-अक्ष के समांतर एक रेखा का समीकरण 

होता है। 

कोई भी रेखा जो /पर लम्ब हो वह »-अक्ष के भर 
समान्तर होगी जिसका समीकरण 


» - अचर है। () 
इसी प्रकार यदि 8-0, रेखा /का घटित समीकरण 
89+0-0 है, जो कि >-अक्ष के समान्तर रेखा 
को निरूपित करता है। अतः रेखा / पर लम्ब अन्य 
रेखा /-अक्ष के समान्तर होगी जिसका समीकरण निम्न रूप में होगा : 


आकृति .25 


४5 अबर (2) 


मान लीजिए & # 0 और 8 #0. 
हर 
तब रेखा / की प्रवणता 5 - ्द 
ऊ्‌ 
न 
अत: प्रवणता-अन्तःखण्ड रूप में रेखा / पर लम्ब किसी अन्य रेखा का समीकरण 


इसलिए रेखा / पर लम्ब रेखा की प्रवणता - 


क्र स्क+ 9; जहां # एक स्वेच्छ अचर है। 
अर्थत। 85-40 9+92 4-50 
अर्थत 8४-28 »+/६50, जहां ॥/ & 8 #. 
इस प्रकार दी गयी रेखा & + 3 »+ 0-0 पर लम्ब रेखा का समीकरण 
8:%-& ५ + /:+0. (3) 
जहां # एक स्वेच्छ अचर है | 
हम देखते हैं कि समीकरण (3) सभी स्थितियों में रेखा / पर लम्ब रेखा को निरूपित कएता है, 
चूंकि जब 8 > 0, तब समीकरण (3) समीकरण () के रूप में परिवर्तित हो जाता है तथा जब 
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& - 0, तब समीकरण (3) समीकरण (2) के रूप में परिवर्तित हो जाता है। 


ध्यान दें कि समीकरण 8 £- & /+/£<0 सरल रेखाओं के एक कुल को.निरूपित करता है, 
जो रेखा &४+ 89+ (:-0 पर लम्ब है। इस कुल के विशिष्ट सदस्य को प्राप्त करने के लिए 
हमें उनके सम्बध में एक और अन्य प्रतिबन्ध ज्ञात होना चाहिए। 


टिप्पणी दी गयी रेखा पर लम्ब रेखाओं के कुल का समीकरण लिखने में हम £» और » के 
गुणांको को परिवर्तित करके किसी एक का चिद्दन परिवर्तित करते हैं तथा अचर पद को # द्वारा 
विस्थापित करते हैं | 


उदाहरण 23 दी गयी रेखा ४-29 +3-0 पर लम्ब रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए जिसका 
»-अक्ष पर अन्तःखण्ड 3 है| 


हल दी गयी रेखा पर लम्ब रेखा का समीकरण है : 
2%+ »+/६८ (0, () 
जहां # एक अचर है जिसे ज्ञात करना है। 


इसका »-अक्ष पर अन्तःखण्ड ज्ञात करने के लिए »-0 रखते हैं। इसं प्रकार £< - प्र 
अब ज्ञात है, कि - लि अर्थात #-<-6. 


समीकरण (॥) में प्रतिस्थापित करने पर 
2:+ ४-65 0, 
जो अभीष्ट समीकरण है। 


.7.3 दो रेखाओं के प्रतिच्छेदन बिन्दु से होकर जाने वाली रेखाओं के कुल का 
समीकरण मान लीजिए दो प्रतिच्छेदन करने वाली रेखाओं । और /, के समीकरण 
[|+ 3] »+ [50 (]) 
और +०2+ 3. ,७+ (८0 हैं| (2) 
समीकरणों () और (2) से हम समीकरण 
किक 39 + 0+ ६ (0,४+ 8,/+ 0.) 5 0. ह (3) 


बनाते हैं, जहां £ एक स्वेच्छ अचर है| £ के किसी मान के संगत समीकरण (3), £» और » में 
रेखिक है। अतः यह रेखाओं के कुल को निरूपित करता है। इसके साथ ही साथ &और $के 
. वे मान जो समीकरणों () और (2) को साथ-साथ संतुष्ट करते हों, वे समीकरण (3), को भी 
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संतुष्ट करते हैं, # का मान चाहे जो कुछ भी हो। इस प्रकार समीरकण (3) द्वारा निरूपित कुल 
की प्रत्येक रेखा दी गयी दोनों रेखाओं ॥ और ॥, के प्रतिच्छेदन बिन्दु से होकर जाने वाली 
रेखाओं के कुल को निरूपित करती है। & के किसी विशिष्ट मान के संगत इस कूल के विशिष्ट 
सदस्य को प्राप्त किया जा सकता है| # के इस मान को अन्य दिए प्रतिबन्ध की सहायता से ज्ञात 
किया जा सकता है। 


उदाहरण 24 >»-अक्ष के समान्तर उस रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए जो रेखाओं 
४-79 +550 और 3 ४ + 9-7 50 के प्रतिच्छेदन बिन्दु से होकर जाती है| 
हल दी गयी रेखाओं के प्रतिच्छेदन-बिन्दु से होकर जाने..वाली किसी रेखा के समीकरण 
निम्नांकित रूप में होता है 

४-79+5+/(352+ ,/- 7 ) 50, 
अर्थात (]+3/052+ (£-7)9+5-7#&<-0. 


इस रेखा को >-अक्ष के समान्तर होने के लिए प्रतिबन्ध यह है कि इसमें » का गुणांक 50, 
अर्थात &-750 या #८7 


£ के इस मान को समीकरण (]) में रखने पर, 
225:-4450 अर्थात ४-2-0, 
जो अभीष्ट समीकरण है। 


उदाहरण 25 रेखाओं 3:+4»«7 और ४-»+ 250 के प्रतिच्छेदन बिन्दु से होकर जाने 
वाली, उस रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए जिसकी प्रवणता 5 है| 


हल दी गयी रेखाओं के प्रतिच्छेदन बिन्दु से होकर जाने वाली रेखाओं के कुल का समीकरण है, 
352+49-7+/(४-/+2)5"0 
या (3+&):+(4-/)» +2#&-7-0, 
इस कुल के प्रत्येक सदस्य की प्रवणता 
» का गुणंक 3+# 


» का गुणक . 4-# 
परन्तु इस कुल के विशिष्ट सदस्य की प्रवणता 5 ज्ञात है। 


इसलिए स् याद 5 
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अर्थात हर 
च्य्ू- 
अत: अभीष्ट रेखा का समीकरण है 
23 
अल कक 2 पप्ट ल (&४-9+2)50 
अर्थात 35 2-7 »+ 8 < 0. 


प्रश्नावली .8 


. उस रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए, जिसका $-अन्तःखण्ड 4 है तथा वह रेखा 2४-3 » «7 के 
समान्तर है। 


2. उस रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए, जिसका >-अन्तःखण्ड --3 है तथा वह रेखा 3४+ 5 ५-4 
पर लम्ब है। 


3. बिन्दु (-2, -)) से जाने वाली रेखाओं के समीकरण ज्ञात कीजिए जो 
0) रेखा ४-0 के समान्तर है 
(४) रेखा »-» पर लम्ब है। 

4. एक त्रिमुज की भुजाओं &8, 820 और ९४ के समीकरण क्रमशः 5 ४-3 /+2<0; ४-3 »- 2-0 
और ४+»- 6-0 हैं। & से जाने वाले शीर्षामिलम्ब का समीकरण ज्ञात कीजिए। 

5. रेखा न > पर लम्ब रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए जो इस रेखा के »-अक्ष के साथ 
प्रतिच्छेदन-बिन्दु से होकर जाती है 


6. सिद्ध कीजिए कि बिन्दु ७, ,») से होकर जाने वाली तथा रेखा & ४+ 8 |+ 0-0 के समान्तर 
रेखा का समीकरण & (४-०) +'8 (५-9) 5०0 है। 


7. रेखाओं ४+ 27955 और ४- 3957 के प्रतिच्छेदन बिन्दु से होकर जाने वाली उस रेखा का 
समीकरण ज्ञात कीजिए जो बिन्दु 


जे (0, 0) (0) (2, -3) (7) (, 0) (५) (0,-) से होकर जाती है। 


8. रेखाओं 5५ -395] और 2: + 39-23 - 0 के प्रतिच्छेदन बिन्दु से होकर जाने वाली उस रेखा 
का समीकरण ज्ञात कीजिए जो समीकरण 


(0) &- 29 3 (9) #<0 (आ) #>50 (6५) 52-39-ल्‍-0 
द्वारा निरूपित रेखा पर लम्ब है। 
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9. रेखाओं »+ 2/-350 और 4:-#+ 7-0 के प्रतिच्छेदन बिन्दु से होकर जाने वाली उस रेखा 
का समीकरण ज्ञात कीजिए जो रेखा 5५+ 4/-20 - 0 के समान्तर है | 

0. रेखाओं 2:४+ 39-45 0 और ४- 5/-7 के प्रतिच्छेदन बिन्दु से जाने वाली उस रेखा का 
समीकरण ज्ञात कीजिए जो #-अक्ष पर अन्तःखण्ड -4 काटती है। 


व4. रेखाओं 44+ 7/-3-<0 और 2:-3/+ <0 के प्रतिच्छेदन बिन्दु से होकर जाने वाली उस रेखा 
का समीकरण ज्ञात कीजिए जो अक्षों पर समान अन्त:खण्ड काटती है। 


,8 निर्देशाक्षों का स्थानान्तरण 


वैश्लेषिक ज्यामिति में हमें प्रायः दो प्रकार के प्रश्नों को हल करना पड़ता है, पहला एक 
ज्यामितीय आकृति या वक्र का समीकरणों के पद मे वर्णन करना तथा दूसरा एक दिए समीकरण 
का आलेख या संगत वक्र को ज्ञात करना, दोनों प्रकार की समस्याओं मे परस्पर समकोणिक 
निर्देशांको को लेकर बिन्दुओ के निर्देशांकों तथा बिन्दुओं के बीच साहचर्य स्थापित करना पड़ता 
है। वैश्लेषिक ज्यामिति में मूल बिन्दु का स्थान तथा निर्देशांकों की दिशाएं महत्वपूर्ण भूमिका 
निभाती हैं | 

एक निर्देशांक निकाय के सन्दर्भ में बिन्दुओं के एक समुच्चय के संगत समीकरण को दूसरे 
समुचित निर्देशांकों में संशोधित करके सरल 
बनाया जा सकता है जिससे सभी ज्यामितीय 
गुणधर्म अपरिवर्तित रहते हैं। इस प्रकार के 
एक रूपातंरण मे मूल बिन्दु को स्थानान्तरित 
करके मौलि क अक्षों के समान्तर नए निर्देशांक्ष 
लेकर किया जाता है। इस प्रकार के परिवर्तन 
को निर्वेशांक्षो का स्थानान्तरण कहते हैं। 

निर्देशाक्षों के स्थानान्तरण के अन्तर्गत 
तल के प्रत्येक बिन्दु के निर्देशांक परिवर्तित 
हो जाते हैं. पुराने निर्देशांकों तथा नए 
निर्देशांकों के बीच सम्बन्ध को जानकर हम 
वैश्लेषिक ज्यामिति के प्रश्नों को नए निर्देशांक 
निकाय के पदों मे अध्ययन कर सकते हैं। 

निर्देशांकों में परिवर्तन को जानने के लिए हम 05 और 0ए अक्षों के अनुसार एक बिन्दु 
९(५,)) लेते हैं। मान लीजिए 05% और 0५ नए निर्देशांक्ष क्रमश: 05% और 0५ के समांतर हैं। 
स्पष्टत: 0' नया मूल बिन्दु है। मान लीजिए कि; 0 के निर्देशांक पुराने अक्षों के अनुसार (, ४) 
हैं। अत: 0.,5:# और .0-४£. 





आकृत्ति .26 
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0७५ - £ और [४० - 9 (आकृति].26). 
मान लीजिए 00» और (० - 3) क्रमशः नए अक्षों 07 और 0५ के अनुसार बिन्दु 
? के भुज और कोटि हैं। 
आकृति .26, से सरलतापूर्वक देखा जा सकता है, कि 
0५ ->0,+]/ - 0, + 0७ अर्थत ४5८#+> 
और शए शा + (7 -7,0 + ४२, अर्थात >> #६+ 9. 
इस प्रकार &->&+#, ५59» + ४. 


इन सूत्रों के द्वारा पुराने और नए निर्वेशांकों के बीच सम्बन्ध ज्ञात होता है। इसलिए यदि 
बिन्दुओं ? के एक समुच्चय (? के बिन्दु पथ) का 02 तथा 0५ के अनुसार समीकरण /(४, )) 0 
है तो बिन्दुओं के उसी समुन्चय का समीकरण 0 को 0 करने पर /(४+ #, #+॥0 5 0, हो 
जाता हैं, जहाँ ४, » नये आक्षों पर 05% तथा 0५ के अनुसार निर्देशांक हैं। 

अगली कक्षाओं में हम देखेंगे कि निर्देशाक्षों का स्थानान्तरण विभिन्‍न बिन्दु पथों के 
समीकरण को सरलतम रूप में प्राप्त करने का बहुत उपयोगी साधन है। इसके द्वारा ज्यामिततीय 
गुणधर्मों की सरल वैश्लेषिक उपपत्ति दी जा सकती है। 


उदाहरण 26 बिन्दु (3,-4) के नए निर्देशांक ज्ञात कीजिए, यदि मूल-बिन्दु को ([,2) पर 
स्थानान्तरित किया जाये | 


हल नए मूल बिन्दु के निर्देशांक #-, £/>2 और बिन्दु के मूल-निर्देशांक ४-3, 9-4 हैं। 
पुराने निर्देशांक (७ )) से नये निर्देशांक (४, ) में परिवर्तन सूत्र 
>&«#+#, अर्थति &#<>5४-॥# 
और > 9 +४ अर्थात्‌ #७३-# 
मानों को प्रतिस्थापित करने पर हम पाते हैं। 
४ # 3-]5 2 और / <- 4-2 <5- 6. 
अतः बिन्दु (3,- 4) के नए निकाय में निर्देशांक (2, - 6) हैं। 


उदाहरण 27 सरल रेखा 2:- 39 + 5 5 0, का परिवर्तित रूप ज्ञात कीजिए, जब 
निर्देशांक-स्थानान्तरण द्वारा मूल बिन्दु को बिन्दु (3,-) पर स्थानान्तरित किया जाता है। 


हल मान लीजिए बिन्दु 7 (५ )) के नए निर्देशांक (४, ४) हो जाते हैं। इस स्थानान्तरण में मूल बिन्दु 
' #-3,&£<-] को स्थानान्तरित है। इस प्रकार हम परिवर्तन-सूत्र £-»+ 3 और 95 ४-| लिखते है। 


सरल रेखा और सरल रेखा-कुल 369 


दिए गए समीकरण को हम मानों के स्थानान्तरित करके हम सरल रेखा का अभीष्ट समीकरण 
निम्नांकित है 


2(४+ 3)-3(/- )+ 550 
और 20-39 + 45 0. 
इसलिए नए निकाय में रेखा का समीकरण 2४-3/+ 4>0 है। 
उदाहरण 28 उस बिन्दु को ज्ञात कीजिए, जहां मूल को स्थानान्तरित करने पर समीकरण 
»>- 6/-4%+ 3-0 का परिवर्तित रूप #+ 8.४5 0 हो जाए। 


हल मान लीजिए कि मूल-बिन्दु को (#, 0 पर स्थानान्तरित करने पर अभीष्ट रूप प्राप्त होता 
है। मान लीजिए कि बिन्दु ? के निर्देशांक मौलिक निकाय के अनुसार (५६, ») और नए निकाय 
के अनुसार (४, 3) है। 


तब 
&>|+॥ और ५ 5८ / + ८. 

इन मानों को दिए समीकरण में प्रतिस्थापित करने पर 
(४+2- 6(9 + /0-4(४+ ॥) + (350 


या (५9)२-4.४+ (26/-6)/+ ((- 6६8 + 3- 40) 5 0 (]) 
चूँकि समीकरण का अभीष्ट रूप 
92+ 8 ४-0, । 


स्पष्टत: इसमें » का गुणांक और अचर पद शून्य हैं | अतः # और & के ऐसे मान होने चाहिए ताकि 
समीकरण (।), में » का गुणांक और अचर पद शून्य हो जाय। 


27-65<-0 और #£१-4॥ + 3 - 6£< 0, 
अर्थात £< 3 और ॥ ८ [. 
अतः अभीष्ट बिन्दु के निर्देशांक (], 3) है। 


उदाहरण 29 सत्यापित कीजिए कि (2,3), (5,7) और (-3, -]) शीर्ष वाले त्रिभुज का क्षेत्रफल 
निश्चर (॥एथ7०५॥0) रहता है, यदि मूल बिन्दु को (-] ,3) पर स्थानान्तरित करके निर्देशांक्षों का 
स्थानान्तरण कर दिया जाता है। 


हल मान लीजिए कि बिन्दुओं (2,3), (5,7) और (-3,-) को क्रमशः », 8 और ९ द्वारा व्यक्त 
किया जाता है। इस प्रकार त्रिभुज 80 का क्षेत्रफल 
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& 5 3 27-(-)+5(--3)+(-3)(3-7)| 


न ञ |6-20+2| 5 4. () 
यदि मूल बिन्दु को (-, 3) पर स्थानान्तरण करके निर्देशांक्षों को किया जाय तो पुराने 
निर्देशांक (, »)) और नए निर्देशांक (४, ४) में परिवर्तन समीकरण का प्रयोग करने पर 
४ “>४+! और #-<9»-3 प्राप्त होता है। 
इसलिए नए निकाय के अनुसार बिन्दुओं &, 8 और ९ के निर्देशांक निम्नांकित हैं 


(2,3) -> (2+,3-3), अर्थात्‌ , (3,0) 
(5,7) -> (5+,7-3) अर्थात्‌ , (6,4) 
(-3,-!) -> (-3+,--3), अर्थात्‌ , (-2,-4). 


इसलिए नए निर्देशांकों के अनुसार त्रिभुज &80 का क्षेत्रफल 


] 
0 के [3[4-(-4)]+6 (-4-0)-2(0-4)| 


व 244-24+8|«4. (2) 
समीकरण () और (2), से हम पाते हैं कि 
0 ८2, 
अर्थात निर्देशाक्षों के स्थानान्तरण के अन्तर्गत त्रिभुज का क्षेत्रफल अपरिवर्तनशील है। 


उदाहरण 30 सिद्ध कीजिए कि एक रेखा की प्रवणता निर्देशाक्षों के परिवर्तन के अन्तर्गत 
निश्चर है| 


हल मान लीजिए कि एक निर्देशाक्ष त्त के अनुसार रेखा का समीकरण 
५ #5+ 39+ (5-0 (4) 
इस रेखा की प्रवणता #< - न । 


अब यदि मूल-बिन्दु को (॥, ॥) पर स्थानान्तरित कर दिया जाय तो रेखा पर कोई बिन्दु 
(४, ») नए अक्षों के अनुसार निम्नांकित सम्बधों द्वारा व्यक्त होते हैं। 


>४<»+/ और ५८ ४ + #, 
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जहां (५, 3) बिन्दुओं के निर्देशांक मौलिक अक्षों के अनुसार है। इसलिए नए निकाय के अनुसार 
रेखा का समीकरण 

4 (४ +॥) + 3(ए४+/) +(' - 
या 0 +359/+(0७४॥+3/+ (0) - 0 (2) 
4 
रेखा (2) की प्रवणता क#्/< - हा जो # के ही समान है। 
अतः निर्देशांक के स्थानान्तरण के अर्न्तगत रेखा की प्रवणता निश्चर है। 
प्रश्नावली .9 
. निम्नलिखित प्रत्येक में दिये बिन्दु के नए निर्देशांक ज्ञात कीजिए, यदि मूल बिन्चु को (-3.-2) 
पर प्रेषित करके निर्देशांक का स्थानान्तरण किया गया हो। | 
() (॥,[) (॥) (0,) (॥) (5.0 ((ए) (-,-2) 
(७) (3,-5) (शं) (-2.). 
2. ज्ञात कीजिए, कि निम्नांकित समीकरणों का परिवर्तित रूप क्‍या है, यदि मूल बिन्दु को (,) पर 
प्रेषित करके निर्देशाक्षों का स्थानान्तरण किया गया है। 
6). ४४+ 0५-3४ -»+ 250. 
(0) :>४७-३७४--४+ ४८ 0, 
(॥) ७-४-9+ -0. 
(५०) 5४१ - की - 2ेज + 2४% ८ 0. 
3, उस बिन्दु के निर्देशांक ज्ञात कीजिए जहां मूल-बिन्दु को प्रेषित करने पर निर्देशाक्षों के 
स्थानान्तरण के कारण निम्नाकित प्रत्येक समीकरण में प्रथम घात के पद न हो। 
6) ४४+४-43- 8/+ 3 50. 
तह) >+ ४ ४-50+ 27-5 50. 
(त) ४- 2४+4> 0. 
विविध उदाहरण 


उदाहरण 3 /# का ऐसा मान ज्ञात कीजिए ताकि तीन रेखाएं 20+ ४-35 0, 5:+/0७/- 350 
और 3:-9»-2-0 संगामी हों | 
हल दी गयी रेखाओं के समीकरण हैं 
2..+ ,- 350, (() 
55 + ए/- 350 (2) 
और 3४-३-2+< 0. (3) 
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समीकरणों (।) और (3) को तिर्यक-गुणन विधि से हल करने पर हम पाते है। 
|. » _ | 
ऋट 3, 594 52-53 








या अन। ,/कई 

इस प्रकार रेखाओं () और (3) के प्रतिच्छेदन बिन्दु का निर्देशांक (,]) है। 

चूँकि रेखाएं संगामी हैं, इसलिए बिन्दु (।, ।) समीकरण (2) को अवश्य संतुष्ट करेगी अर्थात 
5+६-3:<50 

या [:--2, 

जो £ का अभीष्ट मान है जिससे रेखाएं संगामी होंगी। 


उदाहरण 32 यदि मूल बिन्दु से रेखाओं 8०८० 9+9 ००४८० 95/ और ४०0६ 9-9» भं। 8 < 


६००४ 28 पर डाले गये लम्बों की लम्बाईयां क्रमश: # और ४ हैं। सिद्ध कीजिए कि 4/2+ 4* 
न, 


हल दी गयी रेखाओं के समीकरण निम्नांकित हैं, 
2 ४९० 9+ 9 00960 08 5८६ () 
और > ९०08 0 - 9 शा) 0 5८ / ०05 20. (2) 
चूँकि मूल-बिन्दु से (]) की दूरी # है। इसलिए 
[0.56० 0+0.00856८ 0 -/£ 
7. 880 0+008600 ' 
या 27 < ६ आ॥। 8 ८087 9. 
इसी प्रकार रेखा (2) की मूल बिन्दु से दूरी 4 है। इसलिए 
4? < 0087 20 , 
इसलिए 
47 हा ५ 2 _4#& झा 08008 0+#& ००५ 20 
< [(2909 ००४9) + ०05: 20] 
| | (आ 20+00४ 20) 5£. 
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उदाहरण 33 उस अनुपात को ज्ञात कीजिए जिसमें रेखा ८४+#/+ ८-0 बिन्दुओं (5. ),) और 
(०५, »2) के मिलान से बने रेखा-खण्ड को विभाजित करती है। ह 


हल मान लीजिए कि बिन्दु ?, (५, »,) और (७,, ५.) के मिलाने से बने रेखा खण्ड को £: | 
के अनुपात में विभाजित करता है। (इसलिए विभाजन सूत्र से ? के निर्देशांक) 


८0 के 9, +39| 
ध्क .. #&+क! 
चूँकि बिन्दु ? रेखा 4:+ ४99 + ८८ 0, पर स्थित है, 
इसलिए 


(23, +| (9, +9 
0 2 2200 टी] 
/+] /+] 


या (॥(क्रठछ + 099 + ८) + ( ध%| + 79| +०)50 





धरे । +29 | +८ 


या £5- & +यग् 
47) +79, +८ आकृति ॥.27 


इस प्रकार रेखा 6८+ ४/+ ८०, बिन्दुओं (५,, ))) और (५, ५,) को मिलाने वाले रेखा-खण्ड 
को बाहयतः 

(ध४]+ 9 0[+ ८): (४०० + 2 92+ ८) में बांटती है| 
उदाहरण 34 बिन्दु (4, ।) से रेखा 4४-/<0 की दूरी, जो #-अक्ष के धन दिशा के साथ 35" 
का कोण बनाने वाली रेखा के अनुदिश नापी जाती है, ज्ञात कीजिए। 
हल ॥।35" के झुकाव पर बिन्दु (4,) से जाने वाली रेखा का समीकरण है। 

9» | जा क्षा 357 (४-4) 
या ७-> | 5 (४-4) 
या >४+9-55-0. (!) 
समीकरण () और दिए समीकरण 4८-90 को हल करने पर हम पाते हैं कि 








अर्थात ४#<, 9 54 


374 गणित 


इस प्रकार रेखाओं () और (2) का प्रतिच्छेदन बिन्दु (।,4) है । इसलिए बिन्दु (4,) की रेखा () 
के अनुदिश रेखा (2) तक की दूरी 
धर (4-]) +(-4)? -)? +([-4)? ८ 3४2 


उदाहरण 35 मूल बिन्दु से दूर, रेखा «+ 39-3 5-0 द्वारा अक्षों के बीच अन्त:खण्ड पर एक 
वर्ग बनाया गया है। इसके विकर्णों के प्रतिच्छेदन बिन्दु के निर्देशांक तथा इसकी भुजाओं के 
समीकरण ज्ञात कीजिए | 


हल मान लीजिए कि समीकरण 

४+39-3+<-.0 | () 
द्वारा निरूपति रेखा »-अक्ष और #-अक्ष को क्रमशः बिन्दु & और 8 पर काटती है| 
मान लीजिए कि ४8८0 एक वर्ग है तथा 7? इसके विकर्णो का प्रतिच्छेदन बिन्दु है। बिन्दुओं & 
तथा 8 के निर्देशांक क्रमश: (3,0) तथा (0,) हैं। 
रेखा & 8 की प्रवणता - तर है। मान लीजिए कि रेखा छा की प्रवणता # है| 


चूँकि विकर्ण 8), &8 के साथ 45" का कोण है 
बनाता है। इसलिए 








शा 457 - 
॥! 
0 कक 
3 
8(0,) ६ 
हे ] 
र्थात ॥] ८ ख्ः 


/5(3,0) 
अतः छ) का समीकरण है, 


आकृति ].28 


9%-| ८ _ ( 0) 
| | 
और 2- 29+ 2-5 0. () 
विकर्ण ७८, 8 पर लम्ब है| अत: इसका समीकरण 


272+9»+/£- 0, हैं जहां £ स्थिरांक ज्ञात करना है। 
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चूँकि रेखा 8८ बिन्दु (3,0) से जाती है, इसलिए 
6+0+/#<-0, अर्थात #<- 6. 
इस प्रकार विकर्ण &(! का समीकरण 
2%:+9- 6.50 है। ' ... (2) 
समीकरणों (॥) और (2) को हल करने पर हम विकर्णों ७0! तथा 987 के प्रतिच्छेदन बिन्दु ? 
के निर्देशांक (2, 2) पाते हैं। 
भुजा 80, भुजा ४8 पर लम्ब है, और बिन्दु छ से जाती है। इसलिए 80 का समीकरण 
»-] ८5 3(5-0), अर्थात 3४-%+ 5 0 है। 
बिन्दु (2,2) रेखा-खण्ड 87 का मध्य बिन्दु है। इसलिए 9 का निर्देशांक (4,3) है। 
भुजा (0), बिन्दु (4,3) से जाने वाली 8 के समान्तर रेखा है। इसलिए (9 का 
समीकरण ४-3 < - व (४-4), अर्थात £+ 39- 3 50 है 


इसी प्रकार &7) का समीकरण 3:-४-9<0 है। 
अध्याय 4 पर विविध प्रश्नावली 

. बिन्दु (,3) और (5,) एक आयत के सम्मुख शीर्ष हैं। अन्य दो शीर्ष रेखा »2.0+ ८ पर 
स्थित हैं। ८ का मान तथा शेष शीर्ष ज्ञात कीजिए | 

2, एक समान्तर चर्तुभुज की संलग्न भुजाएं 45+5 »50 और 7+ 2» 0 हैं। यदि एक 
विकर्ण का समीकरण %+7 9-9 है, तो दूसरे विकर्ण का समीकरण ज्ञात कीजिए | 

3. आयत की एक भुजा, रेखा 45+7 »+5-0 के अनुदिश है। इसके दो शीर्ष (-3, ।) और 
(,) हैं। अन्य तीन भुजाओं के समीकरण ज्ञात कीजिए। 

4. एक रेखा बिन्दु ? (७, 9) से होकर जाती है। यह बिन्दु, रेखा द्वारा अक्षों में अन्त: खण्ड भाग 
का समद्विभाजक भी है तो सिद्ध कीजिए कि जा 2 है| | 

5. बिन्दु (3, 2) से होकर जाने वाली उस रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए, जो रेखा ४-2 
#»<3 के साथ 45" का कोण बनाती है। 

6. एक समहिवाहु त्रिभुज के आधार के सिरों के निर्देशांक (2०, 0) तथा (0, ०) हैं | इसकी एक 
भुजा का समीकरण &>2 ८ है| त्रिभुज की अन्य दो भुजाओं का समीकरण तथा इसका 
क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 
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उस रेखा का समीकरण ज्ञात कीजिए जिसकी रेखाओं 5६-9»+4-0 तथा 3.+4५9-4- 0 
के बीच रेखा खण्ड, बिन्दु (, 5) पर समद्विभाजित होता है। 

सिद्ध कीजिए कि चार रेखाओं 

अधि कीट पहन औपड" 
विर्कण परस्पर समकोण पर काठते हैं। 

एक वर्ग की एक भुजा #--अक्ष के साथ ७ कोण बनाती है और उसका एक सिरा मूल बिन्दु 
है। यदि वर्ग की भुजा 4 इकाई लम्बी हो तो वर्ग के विकर्णों के समीकरण ज्ञात कीजिए। 
/ का ऐसा मान ज्ञात कीजिए, ताकि तीनों रेखाएं 3६+ 9-2 + 0, //४+ 29 -3 ८0 और 
2४- »- 3 ८ 0 संगामी हों | 

रेखाओं |/-+»> 0, >+ ५50 और »--ऋ#< 0 से बने त्रिभुज का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 


१ चॉिज 
हा से बने समान्तर चर्तुभुज के 


उ77 
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कौण ही बचत अर ण का हे टर प् ५2% 
[अंश _ | रैडियन |»॥0 | ०७०० | 0) | आल कक अंडे के 
0"00' :0000 |.0000 | कोई मान नहीं 4.000 | .0000 | 4.5708.. " | 

40 029 | 029 [ 343.8 00 | 0७॥| ७० ७7 
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40 46 46 | 85.95 446 000 9999 592 20 

_50 ( ॥]45 | 45 | 68.70 | _॥45 000 | 999 | 563 | 0 | 
।4700 [| .0775 [.0॥75 | 57.30 | .075 .000 | .9998 | .5538 | 89९ 00' है 

।0 204 204 | 49.4 204 000 998 504. 50 

20 238 | 233 | 42.98 233 000 997 475 40 

380 0262 .0262 | 38.20 | .0262 .000 9997 | .5446 30 

40 29॥ | 29 | 34.38 29॥ 000 996 47 20 
50 320 | 320 | 3.26 320 00 995 | 388 | 0 
2000 0349 __28.65 | .0349 .00] |_ 

40 378 26.45 378 00] 

20 407 24.56 407 00] 

380 0436 22.93 | .0487 4.00॥ 

40 465 2.49 466 00॥ 989 | 20 
50 | _495 _ 20.23 | 495 00 कि 83 | 70७ 
3700 -0524 [0523 | 79.7| | .0524 क्‍.00। | -9986 | .584 | 87700. 

40 558 552 | 8,0 553 002 985 455 50 

20 582 58। | 7.20 582 002 983 26 40 

30 .0644 (.060 | 6.38 | .062 4,002 -998 | 4.5097 30 

40 640 640 | 5.64 647 002 980 068 20 

50 669 | 669 | 4.96 670 _ 002 | 978 | 0399 | [0 
4000! 0698 _ [.0698 | _॥4.34 | .0899 4.002 * 4.500 [86९00 

0 फर्श फर्श | 43.76 729 003 ० 98॥ 50 

20 756 756 | 43.23 758 003 छ7 952 40 

30 0785. |.0785 | 42.75 | ,0787 4.003 ,9969 | 4.4928 30 

40 84 84 | 2.29 86 008 967 893 20 

50 844 | 8438 | व.87 | 846 _004 964 | 8564 [ क्‍ 
(8700" |.0873 [0872 | .47 | 0875 4.004 | 2 4.4835 | 85९00/ 

0 902 90। | 44.0 904 ४ 004 959 806 50 

20 93 929 | 0.76 934 | 0.7 004 957 पा 40 

30 0960 [.0958 | ॥0.43 | .0963 | 0.39 । 4.005 9954 | .4748 30 

40 989 987 | 40,43 992 | ॥ 005 957 79 20 

50 .08 [.06 | 9.839 | 9022 | 9.788 | 005. । ९ हे ._. 0 
6९00 047 [.045 | 9.56 [ कह | 9.5)4 | .006 । +_| .466' हि 

| [00860 | 5800 | 0०0 | क्षा8 | ०8०0 | शा) | रैडियन (अंश 
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रे कोण 9 बा थे हे है १ िशशिकरिर 
प | * शध [लि _झ0 । _|_ ०४० >- 0 6 | ०0960 |5७०0 | ००8०७ | िलियलद 
6000" [047 __ । 9567 [.05। | 9.504 [.006 | .9945 | .466॥ | 84९00" 
0 | 076 074 | 9.309 | 080. | 9.255 006 942 632 50 
20 | 05 303.. | 9.065 470.. | 9.00 006 939 603 40 
30 [34 [.32 | 8.834.. [.39 | 8777 [4.006 | .9936 | .4578 30 
40 | 64 46॥ | 8.64 469 | 8.556 007 932 54 20 
50 | 493 | 90 | 8.40: |_98 | 8.345 | 007 929 | 55 | _॥0 
पे य 2 _[.209 | 8.206 [.228 |[8.44 [|.008 | .9925 | .4466 | 83000' 
0 [| 25 248. 8.06 257. | 7.953 008 . | 922 457 50 
20 | 280 276 | 7.834 287... | 7770 008 | 98 428 40 
30 309. .905 | 7.66। [37 | 7.596  [.009 | .994 | .4399 30 
40. 338 334.| 7.496 346 .| 7.429 009 9॥ 370 20 
_50 | 367 [| 363 | _376 | 7.269 009 | 907 | 34] | _0 
8९00! (.396 [392 | 7.85 (.405 |7.5 |.00 | .9908 | .432 | 82000/ 
॥0 | 425 42.._| 7.040 435. | 6.968 040 899 283 50 
20 | 454 449 | 6.900 465. | 6.827 047 894 254 40 
30 [484 478 | 6.765. |.495 | 6.89 | .0॥ | .9890 | .4224 30 
40 | 5॥3 507._| 6.636 524. | 6.56॥ 072 886 495 20 
० ट 50 | 542 | 536 | 6052 6 554 [0.4985 | 02 | 08/ | _]66 | 0 
9000 |.570. 564 | 6.392 [.584 | 6.304 |[.02 | .9877 | .43 | 8१00/ 
0 | 600 593 शा 64 497 043 872 408 50 
20 | 629 622 466 644 084 03 868 079 40 
30 (658. .650 | 6.059 -673 | 5.976 [4.004 | .98638 | 4.4050 30 
40. | 687 679 | 5.955 703 87] 044 858. | 4.402] 20 
50 | 76 | 708 | 855 | 733 769 _|_ 05 853 | 992 | ॥0_ | 
000' [745 [735 | 5.759_  [763 |5.67 [4.05 | .9848 | .3963 | 80"00/ 
40 | 774 765 665 793 576 046 843 934 50 
20 ; 794 575 823 485 06 838 904 40 
30 [838 [822 | 5.48. [853 | 5.396  [.077 | .98338 | .3875 | 
40. | 862 857 403 883 309 08 827 846 20 
__50 | 89 _|[ 880 320_|[_94 226 08 _|_ _ 822 87 40 
00 |.920 _[.908 | 5.244 (.944 |5.45 [4.09 | .986 | .39788 |79"00 | 
30 | 949 987 64 974 066 049 8॥7 759 50 
20 | 978 965 089. [.2004. | 4,989 020 805 730 40 
30 200. [.994 | 5.06. [2035 | 4.95. [4.020 | 9799 | 4.370॥ 30 
40 | 036 2022 | 4.945 065 843 02 793 672 20 
_50 | 065 05_[ 876 [| 095 773 | 022 | 78 | 643 | _॥0 
_2000' [2094 [2079 [4.80 [.2226 [4.705 [.022 | .980 | .36]4 | 78700' 
30 | 428 408 745 | 456 638 028 775 584 50 
20 | 53 436 682 486 हा4 024 769 555 40 
30 [282 [श654 | 4,620. |.2श7ा [4.5 [.024 | .9763 | .3526 30 
40 | 2।॥ 493 560 247 449 025 म्र्चा 497 20 
__50 | 240 | 22 | 502 278 | 390 026 750 | 468 | ॥0 
43"00' |.2269 _ 2250 क्‍ 4.445 [.2309 4.33 [.026 | .944 | .3499 77700 
९०5 8 3९९ 9 ९०08 धा9 एप 9 जा 9 रेडियन अंश 
हा बा __ ही कोण ७ 
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कोण 9 था 27% ४४४ 2 
6 ; _] न शा 0 | 0 0. हा ०90 
| 3"00' | 2269 2250 | 4.445 _| 2309 ' 333। 026 | 9744 4.3439 | 770७ | 
30 | 298 278 | 990 3597 5 | हा उ्।| कह छा 
20 | 327 306 396 370 29 028 730 38॥ 40 | 
30 | -2356 2334 | 4.284 | .240। | 4.65 | .028 | 924 .3352 30 
40 | 385 363 232 482 43 029 77 323 20 
" 44 | 39 | 82 | 462 06 030 70 |. 294 40 
रा क्‍ 00० | .2443 | -249 | 4-34 | .2493_| 4.0॥. [4.08 703 | .3265 | 767 00 
30 | 473 6 086 524 | 3.982 | 03 | 696 236 | 50 | 
20 | 502 476 039 555 94 032 689 206 40 
380 | .253॥ 2504 | 3.994.| .2586 | 38.867. [4.038 | .968॥ | ॥.377 30 
40 | 560 532 950 67 82] 034 674 48 20 
__ 50 | 5899 । 500 | 900 |__ 048 बा 776 034 | 556 | 7]9 | _ _0 
457 00॥ .268 हो 3.884 | 2679 | 3732 [4.035 | 9659 | .3090 | 75000 
. १0| 647 66 822 | 7 6589 | 036 ः । 060 | छः 
20 | 676 | 782 742 647 037 644 032 40 | 
30 | .श705 2672 | 3742 | श73. | 3.606. [.038 | -9636 | .3003 30 
40 | 734 700 703 805 566 039 628 974 20 
50 | 763 . 728 665 | 836 ः. 039 _ |. | - 945 | 0 
46700/ | .2793 | .2756 | 3.628 [2867 | 3.48 [.040 | न 2श5 | है 
40 | 822 784 | 592 899 450... 04॥ 605 886 50 
20 85॥ 842 556 983॥ 42 042 596 557 40 
30 | .2880 2840 | 3.52॥ । 3.376 [4.043 | 9588 | .2828 30 
40 | 909 868 487 994 340 044 580 799 20 
50| 938 | 896 453 | -3026_ 
! 2924 | 3.420 | .3057 
0 | 996 952 388 089 
20 | .3025 979 357 वशां 
30 | ,3054 | .3007 | 3.326 | .353 
40 | 083 035 295 485 
___50। 7॥3 है 052 | 265 | श7_ 
१8" 00" .3]42 | .3090 | 3.236 | .3249 
30|। 47 | 8 | 207 
20 | 200 445 79 34 
30 | .3229 373 | 3.52.. | -3346 
40 | 258 20 १24 378 
ह_50| 28 | 228 098 | 4॥॥ 932 । ला 465 |. 6टा | ः 0 
फि 00/| .3346 हि _ 3.72 [3448 | 2.904 _.058 |. 25 हो - 72392 | 77 00 
30 | 345 283 046 476 |. 877 059 446 363 50 
20 [374 3॥4 02॥ 508 850 060 436 334 40 
30 | 3403. | 3338 | 2,996. | .ऊवा | 2,824. [.06 | 9426 । -2305 30 
40 | 432 2 (2758 574 798 062 वाह 275 20 
४ 50 | 462 393 | 947 | 6507 773 | 063 ् शत 246 | [70: 
200 00/ | ,349] 3420 | 2.924 | .3640 | शावा | 9397 _ 
हद ९०560 | 8९८9 _ ९0६6 शा0 
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कोण 8 
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207 0७ | ,349॥ क्‍2शा7 00/ 
|. _१0 | 520 88 50 
20 | 549 ]59 40 
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क्‍ 607 0॥ 20 
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१0 | 392 |. 36 50. 
20 | 422 236 40 
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20 209 99 ।0 | 
26700 |.4586 __ 4.470 | 647 00! 
0 | 567 पक्ष छकछ 
20 | 596 ।42 40 
30 | .4625 .083 30 
40 | 654 054 20 
"90 ।..983 4.025 ]0 | 
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40 352 400 96] 930 686 3568 | 20 
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30 ।|  6&॥4 324 |. 878 288 590 
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40 876 | 544|.. 804 66] 50॥ 
| __50 905 568 798 703 | _.492 का पी 0025 0/ वि ३ 
34०00” | 5934 | .5592| 4.788 | 8745 | .483 __0.974 हल हु 
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9 ; 522 से > 
| __ अंश ४5 । 96 |_ 0०७८ | 0! ०० 0|_ 95९0 द 605 | की हे 
| 34९00/ |.5934 | .5592 | .788 | .6745 | .463 तप .206 | .8290 | .98774 | 56९00 | 
0 | 963 66 78॥ 787 473 209 274 745 50 
20 | 992 640 773 830 464 277 258 76 40 
30 | .6020 | .5664 | .766 | .6873 | 4.455 .23 | 824 | ,9687 80 
40 | 050 688 758 96 446 26 225 657 20 
50 | 090 72 महा 9859 | 437 | _28 208 628 0 
35०00 | .8009 | .5736 | .748 | 7002 | 4428 | 4.22। | .892 | .9599 55०00/ 
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__ 36700' ,6283 | .5878_ | .70॥ | .7265 | 4.376 | .236 | .8090 | .9425 | 54९00 
0 | 3॥2 90] 695 30 368 239 073 396 50 
20 |. 94॥ 925 688 355 360 24व 056 367 40 
30 | .68370. | .5948 | 4.688. | .7400 | 4.5॥ | .244 | _.8039 9338 980 
40 | 400 972 675 445 343 247 02 308 20 
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30 | .6894 | ,636॥ | 4.572 | 82438 | 4.23 ! 296 | 776 | .88॥4 30 
40 | 923 383 567 292 206 299 698 785 20 
क्‍ _50| 952 | 406 56॥ | 342 |  99 | 302 679 | 756 |__॥0 
40" 00" _.698] +942 | «950 9989॥ .92 .305 | _,7660 | .8727 _ 50700/ 
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20... 039 472 545 49+ 478 342 623 868 40 
30 | 7069 | .6494 | 4.540. | .8548 | ॥ 5 7 | 4.35 | ,7604 8639 30 
40 | 098 57 535 59॥ 64 348 585 60 20 
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| 8 है 
अंश | रेडियन | 5॥ 6 ०४०७ |; अप; | 
4|7९007 हे! 0] .756 .556व .524 7547 .8552 49० 00/ 
।0 485 583 59 528 523 50 
20 24 604 509 ' 494, 40 
80 | 7243 72490 | .9468 30 
40 272 470 (7 43% 20 
| मिल 457_ | 407. ॥0 | 
42000" | .7330 _743॥। | .8378 | 48"00' 
40 359 बी2 | 348 50 
20 989 392 349 40 
30 "748 7373 | 8290 30 
40 447 853 26] । 
|_50 | (476 | रे ॥ 338 232 0 
43700 | 75655 |. ८ ु 734 | .8208 | 47700" | 
40 534 294 474 50 
20 563 274 45 40 
30 | 7592 7शू4 | .8॥6 30 
40 62 234 087 20 
50 | 650 24. 058 | 0 
447 00" | .7679 .77938 | .8029 | 46" 00* 
३0 | कछठ9  जयंठ | 7999 | 50 
20 738 458 9870 40 
30 | 7767 .733 | .794] 30 
40 796 ॥2 92 20 
50 825 _ 092 883 |_ _70 
__ 50 825 
45९00" | 7854 |. ! 707 | 7854 | 45700!" 
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उत्तरमाला 


प्रश्नावली 8. 


, 0), 0९५), (९) (५), (शा) और (५॥) समुच्चय हैं। 


2" भा 
सर 


() 
(॥0) 
(9५) 
(५) 
(५) 


« (0) 


(0) 
(परी) 
(५) 
(५) 


- (9) 


(॥) 
(॥) 
(५) 
(९) 
(शं) 


(॥) & (0) & (५४) € (७) € (५) & 
॥< (-3,-2,-, 0, ।, 23, 4, 5, 6 ) 
8<> (, 2, 3, 4, 5) 
( « [7, 26, 35, 44, 53, 62 , 7], 80) 
0+< (2, 3, 5 
8- (, २९,॥, 0, 0, ५, ४, 8, ५] 
४-० (8, 8, ] 
(४: ४0 से छोटी विषम प्राकृत संख्या हैं) 
8- (»:> 0 से छोटी सम प्राकृत संख्या हैं) 
0> (४:७४ एक विषम पूर्णाक है और [॥<2 ) 
0-(४:»5 का गुणज प्राकृत संख्या है और ४<) 
8-(४:७7 का गुणज प्राकृत संख्या है और 7 <& < 00) 
# ८ [], 3, 5, 3, ...) 
85 (0, , 2, 3, 4) 
(0507 27 
0-(., 0, ९, ) 
8- (फरवरी, अप्रैल, जून, सितम्बर, नवम्बर) 
मि> [8, ८, 4, /, &, ॥,/) 


«  () *+(०), (॥) €६2(8), (॥) «2(0), (५) &>(9) 


तक 


कि पट को 


40. 


प्रश्नावली .2 
6) परिमित (0) अपरिमित (४) परिमित 69५) अपरिमित 
6) अपरिमित. (४) परिमित (00) अपरिमित (9) परिमित 
6) , (॥), (९) 
0) हाँ (॥) नहीं () हाँ (69५) नहीं 
6) नहीं (0) हाँ 
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(५) परिमित 


8-2, 0-7; ७, 8, ल समतुल्य समुच्चय हैं और 7), 6 समतुल्य समुच्चय हैं| 


प्रश्नावली .3 
06) सत्य () असत्य (॥) असत्य. (५) असत्य (५) 
0) (८ (0) ४ ४ (0) ८ (५) ८ 
(४) ८: (सं) ८ (भी) ८ 
6) असत्य... (0) सत्य... (8) सत्य... (09) सत्य... (७) 
0) असत्य. (9) सत्य. (9) सत्य. 0५) सत्य... (' 
(शा) असत्य... (सती) असत्य. (00 असत्य ७) असत्य 
& «४8-४8, 0<0-<ए ह 
6) जे « [), (3), (, 2), (, 3), (2, 3), (, 2, 3) 
(0) # < (), (3), [, 2), (, 3), (2, 3) 
67) ९, (2) 
(0) असत्य... (0) असत्य (9) सत्य. (0९) सत्य. (५ 
] 
6) सत्य (0) सत्य... 00) असत्य. (0५) सत्य. (५) 
(शा) सत्य (भा) सत्य. (90 सत्य 


नहीं, & > (!, 2), 8 5 (4, 2, 3), ८5 ([4, 2, 3) 


प्रश्नावली 4.4 
6). & ००७8 ७ (०, ९, , 0, ॥, 0, ८) 
() & ./8- [(, 2, 3, 5) 
() ७०५४- [, 2, 4, 5, 3, 6, 9 , [2, ...) 


असत्य 


असत्य 


असत्य 


असत्य 


(५) अपरिमित 


(५) सत्य 


(५) सत्य 


(५) सत्य 


(५) सत्य 
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0, 
4. 
2. 
3. 


हाँ, & ५०8 - [०, #, ८) 3, 8 

(0) (॥, 2, 3, 4, 5, 6) (9) (, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) 

(॥) (3, 4, 5, 6, 7, 8) 69) (3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0) 

(२) (, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) (४) [, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0] 

(श)(3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0] 

6) &08>([०). () ७/१४8-८ (], 3) (४) (3) 

0) (7, 9, 7) 6) (4, 3) (॥) ९ (५) (4) 

(९) 0 (शं) [) (शो) $ (छा) (7, 9, ) 

(0५) (7, 9, ) 00) (7, 9, , 5) 

(0) 8 (0) ९ 99) 9 

(५) 0 (५) (2) (शं) (&:> एक विषम अभाज्य संख्या है|). 

(४) 

6) (3, 6, 45, 8, 2) (0) (3, 5, 8, 2) (#) (3, 6, 2, 8, 2] 

(6५) (4, 8, 6, 20) (७) (2, 4, 8, 0, 4, 6).. (छ) (5, 0, 20) 
(४) (20) (शा) (4, 8, 2, 6) 620) (2, 6, 0, 4] 

(0) (5, 0, 5) 00) (2, 4, 6, 8, 2, 4, 6) 080) (5, 5, 20] 

(0) (6, ८) () (४ 8) (9) (४, 4) 

अपरिमेय संख्याओं का समुच्चय 

(0) असत्य (४) असत्य 69) सत्य (9५) सत्य 

(0) (5, 6, 7, 8, 9) (0) (।, 3, 5, 7, 9) (॥) (, 2, 5, 6, 7, 8, 9) 

69५) (5, 7, 9) (५) (, 2, 3, 4) (शे) (, 3, 4, 5, 6, 7, 9) 

() (०, ०,/ 8, #] 00) (०, 9, ०, #) (8) (०, 6, | #) 


4, 


45. 


(6५) & ५०४8७ - (2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 40) 
(०) &०838-[([, 2, 3) 


(५) [2, ८, 4, ०) 

0) (४:» विषम प्राकृत संख्या है) 

(0) (४:» सम प्राकृत संख्या है) 

00) (४:>« और ४3 का गुणज नहीं है] 

(0५) (४:> एक धन यौगिक संख्या है और &<) 
(४) (£:>८ और: एक पूर्ण वर्ग नहीं है) 


20. 


ऋफओी ०» 
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(९) (£:>€ और « एक पूर्ण घन नहीं है] 

(शा) ऋखटल और ४ 3) 

(शा) (५: 5 ८ ि और5८ #2] 

(5) (, 2, 3, 4, 5, 6) 

00 (»:>८ ष और », 3 और 5 द्वारा विभाज्य नहीं है) 


॥॥| 





प्रश्नावली 4.5 
2 2.5 3, 50 4... 42 5. 30 6. 9 7. 25, 35 
60 9. 80 0. | 44. 8,3. 42. 20, 30 


अध्याय ॥ पर विविध प्रश्नावली 
# ८३, ७ ८ 0,898 ८0,707 2 ७, 0 ८8, 0 ८ ९. 
(6) असत्य (0) असत्य (॥) सत्य (५) असल्य (५) असत्य (५) सत्म 
() (७, 9), [4, 9, ८०), [6, 9, 4), (०, 9, ०, ६) 
असत्य 


. हम ले सकते हैं ७८ (, 2), 8 « (, 3), ८ 5 (2, 3) 
॥5, 


325 46, 25 47. 52, 30 


प्रश्नावली 2. 
3, #चन 
0). ([(6, 2), (4, 4), ( 8, /), (2, 4), (०, ४), (०, 4 )) 
(0) ((#, ४), (2, 9), (9, 0), (9, ०), (4, 2), (५ ०)) 
(॥) ((6, ४), (6, 9), (०, ०), (9, 4), (2, 9), ( ७ ८0), (०, ८), (2, 9), (०, ८ )) 
(9५) ((+, 9), (।०, 4), (9, 2), (4, 4 )) 
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85 [([, ), (, 2), (, 3), (, 4), (2, 2), (2, 4), (3, 3), (4, 4)) 


९, ((, 3)), ((, 4)), ((2, 3), ((2, 4)), ((।, 3), (, 4)), ((, 3), (2, 3)), ((|, 3), (2, 4 )), 
((], 4), (2, 3)), ((, 4), (2, 4)), ((2, 3), (2, 4)), ((, 3), (, 4), (2, 3)), ((, 3), (, 4), (2, 4)), 
((, 4), (2, 3), (2, 4)), ((।, 3), (2, 3), (2, 4)), & ४ 8 


0 ८ (०, », 2), 3 5 (], 2) 


« /ैझ ई- 0, । ); (-), -), (-/, ), (0, -), (0, 0), (), -), (।, 0), (, !) 


प्रश्नावली 2.2 


प्रान्त ७ [, 3, 4), परिसर < (5४, », 2) 5८ 3 














0) रि>((, ), (, 2), (।, 3), (।, 4), (, 6) (2, 2), (2, 4), (2, 6), (3, 3), (3, 6), (4, 4), (6, 6)) 
0) प्रान्त - ४. 

(7) परिसर ५ & 

(0) ९- ((०, 2) : ० और ४ सम पूर्णाक हैं) (५ ((०, ४) : ८ और ८ विषम पूर्णाक हैं) 
00) प्रान्त 52 

(॥) परिसर ८ 7 

06) र-([(७,१); ८८ 2.) ((6,-व) : ८४८० ) 

(0) प्रान्त 5 2. न 

(४) परिसर ८ 7. 

प्रान्त  (, 2, 3, 4, 5, 6), परिसर > (5, 6, 7, 8, 9, 0). 

प्रान्त < (2, 3, 5, 7), परिसर - (8, 27, 25, 343). 


0. 


. 


5. 
6. 
प. 
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6) प्रान्त 5 (), परिसर - (2, 4, 6, 8) 

(0) प्रान्त 5 [, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9), परिसर + (9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, !). 

60) प्रान्त > [, 2, 3, 4), परिसर < (3) 

69५) प्रान्त > (-3, -2, -, 0, ।, 2, 3), परिसर - १4, 3, , 0, 2 


९, ((], )) ((2, 22% ((], 22), ((2, )), ((!, ), (2, 2)), ((।, ।), (।, 2)), ((, !), (2, )), 
((2, 2), (, 2)), ((2, 2), (2, )), ((, 2), (2, )), ((, ), (2, 2), (, 2)), ((।, ), (2, 2), (2, )), 
((, ), (, 2), (2, )), ((2, 2), (, 2), (2, )), / 


64 
प्रश्नावली 2.3 
0) प्रान्त - (2, 5, 8, , 4, !7), परिसर - () 
(0) प्रान्त (2, 4, 6, 8, 0, 2, 4), परिसर ८ (, 2, 3, 4, 5, 6, 7) 
(0) नहीं (9५) नहीं (५) प्रान्त - (2, 3, 5), परिसर 5 (, 2) 
(५) प्रान्त - (, 2, 3), परिसर ८ (2) 
6) प्रान्त २ -(), परिसर - २ -(2) 
(0) प्रान्त ७२ , परिसर (५: » € २ और ५ < 0) 
(॥) प्रान्त - (६: ४ ८ ॥ और -3<:<3) , परिसर 5 (५:३४ € 0 और-3 < 5 3) 
(0) प्रान्त २ -(।, -), परिसर 5 (9: € ९ ,/&0, »< 0 और »> ।) 


९ ५ 
(0 हे 
५ कु 
ऊ ०0 (2,0) 
०| (2,0) 

() () 
(0) आच्छादक (() आच्छादक (॥0) अनाच्छादक (।९) अनाच्छादक 
(0) एकैक (४) एकैक (४) एकैक नहीं 0५) एकैक नहीं 
(0) एकैक नहीं (४) एकैक नहीं (0) एकैक 


40, ॥(3)  ! 
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प्रश्नावली 2.4 

]. (08, 23), (4, 23), (5, 24), (6, 25)) 
' 2, (0) (६(, 3), (2, 4), (3, ), (4, 2)) 

0) ((, 4), (2, 3), (3, 2), (4, )) 

(0) ((,2), (2, 4), (3, 3), (4, ।)॥ 
3. (#07) (0 5 - 67 + 0४? - 3४ 
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